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La siguiente evalua
i�on 
onsta de 5 preguntas. Dispone de 120 minutos para responderla.

1. a) Determine si las siguientes series son absolutamente, 
ondi
ionalmente 
onvergente o divergentes.
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b) Determine la serie de Taylor 
entrada en x =

�

2

para la fun
i�on f(x) = sen(x).

2. a) Considere la gr�a�
a de la fun
i�on

z = 3(x� 1)

2

+ 2(y + 3)

2

+ 7:

Determine los puntos P , sobre la gr�a�
a dada, de modo que el plano tangente en P sea perpendi
ular

a la re
ta de e
ua
i�on

l(t) = (1; 2; 3) + t(6; 4;�1)

b) Cal
ule la aproxima
i�on lineal de la fun
i�on f(x; y) =

p

20� x

2

� 7y

2

en el punto (2; 1). Utili
e

esto para estimar el valor de f(1;95; 1;08).

3. Sea f una fun
i�on diferen
iable en R

2

. Considere z = f(u

2

+ v

2

; u=v).

a) Cal
ule

�z

�u

.

b) Cal
ule

�

2

z

�v�u

.
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4. Considere la fun
i�on

f(x; y) =

8

>

>

<

>

>

:

x

3

y � xy

3

x

2

+ y

2

; si (x; y) 6= (0; 0)

0; si (x; y) = (0; 0):

a) Anali
e la 
ontinuidad de f en R

2

.

b) Cal
ule

�f

�x

.


) >Es 
ontinua,

�f

�x

en (0; 0)?.

5. Considere la serie

1

X

k=0

a

k

x

k

donde a

k

= 2

k

� (�1)

k

.

a) Determine el intervalo de 
onvergen
ia para esta serie.

b) Si R es el radio de 
onvergen
ia de la serie, prueba que para todo x 2 (�R;R)

1

X

k=0

a

k

x

k

=

3x

(1� 2x)(1 + x)

:


) Demuestre que para todo x 2 (�R;R) se tiene que

1

X

k=0

a

k

k + 1

x

k+1

= � ln((1 + x)

p

1� 2x):
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Una solu
i�on

1. a) Para analizar la 
onvergen
ia de la primera serie, notamos que

�

�
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�


os(k�=3)
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�

1

k!

= b

k

;

y 
omo

l��m

k!1

b

k+1

b

k

= 0;

se tiene que

P

1

k=0

b

k

es 
onvergente y por lo tanto la serie dada es absolutamente 
onvergente.

Para analizar la segunda serie, utilizaremos el 
riterio de la ra��z, es de
ir 
al
ulamos

l��m

k!1

k
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2
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2k

2

+ 1

�

k

= l��m

k!1

k

2

+ 1

2k

2

+ 1

=

1

2

< 1:

Luego la serie dada es 
onvergente. Como adem�as es una serie de t�erminos positivos, 
onverge

absolutamente.

b) La serie pedida ser�a de la forma,

1

X

n=0

f

n

(�=2)
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(x� �=2)

n

:

Cal
ulando las derivadas,

f(x) = sen(x) f

(1)

(x) = 
os(x)

f

(2)

(x) = � sen(x) f

(3)

(x) = � 
os(x):

de donde evaluando se tiene que,

f(�=2) = 1; f

(1)

(�=2) = 0;

f

(2)

(�=2) = �1; f

(3)

(�=2) = 0;

.

.

.

.

.

.

f

(2k)

(�=2) = (�1)

k

; f

(2k+1)

(�=2) = 0

Por lo tanto la serie de Taylor pedida ser��a,

1

X

k=0

(�1)

k

(2k)!

(x� �=2)

2k

:

Asigna
i�on de puntaje:

a) Asignar 2 puntos por el uso 
orre
to de 
riterios de 
onvergen
ia para determinar de manera


orre
ta la 
onvergen
ia de la primera serie.

a) Asignar 2 puntos por el uso 
orre
to de 
riterios de 
onvergen
ia para determinar la 
onvergen
ia

de la segunda serie.

b) Asignar 2 puntos por presentar de manera 
orre
ta la estru
tura de la serie de Taylor pedida y


al
ular de manera 
orre
ta las respe
tivas derivadas requeridas.
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2. a) Los puntos bus
ados son tales que, el plano tangente debe tener ve
tor normal (6; 4;�1). Por otro

lado sabemos que, al ser la gr�a�
a de una fun
i�on, el ve
tor normal a di
ho plano ser�a,

(f

x

(P ); f

y

(P );�1) ;

de lo anterior se 
on
luye que

(6; 4;�1) = �(6(x� 1); 4(y + 3);�1); para alg�un � 2 R:

Notamos inmediatamente que � = 1 y luego resolviendo se tiene que

x = 2; y = �2:

Finalmente 
omo P = (2;�2; z) debe pertene
er a la super�
ie dada, reemplazamos en z = f(x; y)

para obtener

z = 12:

Es de
ir existe un punto que satisfa
e lo pedido, a saber P = (2;�2; 12).

b) Sabemos que la aproxima
i�on lineal pedida ser�a:

L(x; y) = f(2; 1) + f

x

(2; 1)(x� 2) + f

y

(2; 1)(y � 1):

donde

f

x

(2; 1) = �

2

3

; f

y

(2; 1) = �

7

3

:

y por lo tanto,

L(x; y) = 3�

2

3

(x� 2)�

7

3

(y � 1):

Luego en el punto pedido se tiene que

L(1;95; 1; 08) = 3�

2

3

(�0;05)�

7

3

(0;08) =

427

150

:

Asigna
i�on de puntaje:

a) Asignar 3 puntos por la 
orre
ta presenta
i�on del ve
tor normal ne
esario para el plano tangente

y el 
al
ulo del respe
tivo punto pedido. Des
ontar 0;5 si no utiliza el he
ho que el ve
tor debe ser

un ponderado del ve
tor dado.

b) Asignar 3 puntos por 
al
ular de manera 
orre
ta las derivadas par
iales en el punto y la apro-

xima
i�on lineal pedida.
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3. Denotaremos

x = u

2

+ v

2

; y =

u

v

;

luego

�z

�u

=

�z

�x

�x

�u

+

�z

�y

�y

�u

= z

x

� (2u) + f

y

�

�

1

v

�

:

A 
ontinua
i�on,

�

2
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= (z
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)

v
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x

� 0 + (z

y

)

v
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v

� z

y

�

1

v

2

;

=
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�
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2

�
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�
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2

�

1

v
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y

1

v

2

;

= z

xx

� 4uv � z
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�
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2

v

2

+ 2z
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� z

yy

�

u

v

3

� z

y

1

v

2

Asigna
i�on de puntaje:

a) Asignar 2 puntos por el 
orre
to 
al
ulo de la primera derivada z

u

. Des
ontar 0;5 por 
ada error

par
ial.

b) Asignar 4 puntos por derivadar de manera 
orre
ta z

u


on respe
to a v ha
iendo uso de la regla

de la 
adena. Des
ontar 0;5 por 
ada error par
ial.
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4. a) Notamos en primer lugar que para (x; y) 6= (0; 0) la fun
i�on es 
uo
iente de fun
iones 
ontinuas y

por lo tanto es 
ontinua. Para (x; y) = (0; 0) debemos 
al
ular el l��mite,

l��m

(x;y)!1

x

3

y � xy

3

x

2

+ y

2

= l��m

�2[0;2�℄;r!0

r

3

(
os

3

(�)) sen(�)� sen

3

(�) 
os(�))

r

2

= 0:

b) Para (x; y) 6= (0; 0) podemos derivar utilizar reglas de deriva
i�on, 
on lo 
ual

�f

�x

=

x

4

y + 4x

2

y

3

� y

5

(x

2

+ y

2

)

2

:

Ahora en el punto (x; y) = (0; 0), 
al
ulamos por de�ni
i�on,

l��m

h!0

f(0 + h; 0)� f(0; 0)

h

= l��m

h!0

0

h

= 0:


) Para analizar la 
ontinuidad de la derivada par
ial 
al
ulada en el item anterior debemos 
al
ular,

l��m

(x;y)!(0;0)

x

4

y + 4x

2

y

3

� y

5

(x

2

+ y

2

)

2

= 0

Asigna
i�on de puntaje:

a) Asignar 2 puntos por veri�
ar que la fun
i�on es 
ontinua para (x; y) 6= (0; 0) y tambien por el


al
ulo del l��mite ne
esario para la 
ondi
i�on de 
ontinuidad.

b) Asignar 1 punto por 
al
ular de manera 
orre
ta la deriva par
ial para (x; y) 6= (0; 0).

b) Asignar 1 punto por 
al
ular por de�ni
i�on la derivada par
ial en (0; 0).


) Asignar 2 puntos por 
al
ular de manera 
orre
ta el limite ne
esario para asegurar que la derivada

par
ial es 
ontinua en (0; 0).
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5. a) Para 
al
ular el radio de 
onvergen
ia, R, ha
emos

l��m

k!1

a

k

a

k+1

= 2;

y por lo tanto R =

1

2

. A 
ontinua
i�on debemos analizar en los puntos x =

1

2

;

�1

2

. En ambos 
aso se

obtiene que la serie es divergente. Por lo tanto el intervalo de 
onvergen
ia de la serie es

�

�

1

2

;

1

2

�

.

b) Notemos que para x 2

�

�

1

2

;

1

2

�

tenemos

1

X

k=0

2

k

x

k

=

1

1� 2x

;

1

X

k=0

(�1)

k

x

k

=

1

1 + x

:

luego, dentro del intervalo de 
onvergen
ia podemos sumar y trabajar 
on las series,

1

X

k=0

a

k

x

k

=

1

1� 2x

�

1

1 + x

=

3x

(1� 2x)(1 + x)

:


) Para x 2

�

�

1

2

;

1

2

�

podemos integrar la serie dada y la 
onvergen
ia se mantiene, por lo tanto,

Z

 

1

X

k=0

a

k

x

k

!

dx =

1

X

k=0

a

k

k + 1

x

k+1

:

y en el lado dere
ho tenemos,

Z

�

1

1� 2x

�

1

1 + x

�

dx =

� ln(1� 2x)

2

� ln(1 + x) + C = � ln((1 + x)(

p

1� 2x)) + C;

Evaluando en x = 0 obtenemos que C = 0 y se tiene la igualdad pedida.

Asigna
i�on de puntaje:

a) Asignar 2 por 
al
ular de manera 
orre
ta el intervalo de 
onvergen
ia.

b) Asignar 2 punto por utilizar de manera 
orre
ta la representa
i�on de las respe
tivas series geo-

metri
as y obtener la igualdad pedida.


) Asignar 2 puntos por integrar la igualdad obtenida en b) y veri�
ar lo pedido. (des
ontar 0.5 si

no se 
al
ula la 
onstante respe
tiva)
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