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Solucién Interrogacién 2

1. Determine el conjunto de puntos en los cuales la funcién f(z,y) es continua

Ty )
e R (z,y) # (0,0)

fagy =4 "
0 si (z,y) = (0,0)

Solucién. La primera parte de f es una funcién racional definida para todo punto del plano excepto el
origen, luego f es continua en R? excepto posiblemente en el origen.

Ahora bien,

Fl0)= 5 =0

para z # 0, luego f(z,y) — 0 cuando (z,y) — (0,0) a lo largo del eje x.

Ademis,
2
T 1
f(z,z) = o022 3
para z # 0, luego f(z,y) — % cuando (z,y) — (0,0) a lo largo de la recta y = x.
Luego, lim  f(x,y) no existe, y se sigue que f no es continua en (0,0).
(z,9)—(0,0)

Por lo tanto, f es continua en R? — {(0,0)}.

Puntaje Pregunta 1.

= 2 puntos por concluir que la funcién es continua en R? salvo posiblemente en el origen (0,0).
= 3 puntos por elegir dos caminos diferentes en los cuales los limites sean distintos.

= 1 punto por concluir que la funcién f no es continua en (0,0).



2. (En qué punto del paraboloide y = z? + 22 el plano tangente es paralelo al plano z + 2y + 3z = 17

Solucién. El paraboloide es una superficie de nivel de la funcién F(x,y,z) = 22 + 2% — y.

Tenemos que VF(xg, yo, z0) = (220, —1,229) es un vector normal de la superficie en (xg, yo, 20)-

Un vector normal al plano z + 2y + 3z = 1 es (1,2, 3). Para que dos planos sean paralelos, es necesario que
sus vectores normales lo sean, es decir

k 1 3k 3
(2%0,—1,220):k(1,2,3):>$0:§, k:—a, 20:7:>$0:——,20——Z
Como yo = 2 + 2% entonces
(YL (3 w5
=1 1) ~16 8
15 3 . . .
El punto 1'% 1 que estd en el paraboloide tiene plano tangente paralelo al plano = + 2y + 3z = 1.

Puntaje Pregunta 2.

= 2 puntos por obtener un vector perpendicular a la superficie en todo punto.
= 1 punto por obtener el vector normal al plano.
= 2 puntos dar la condicion para que el plano tangente y el plano sean paralelos.

= 1 punto por obtener correctamente las coordenadas del punto.



3. Suponga que en una cierta regién del espacio el potencial eléctrico V estd definido por
V(z,y,z) = 5z° — 3zy + zyz .

a) Determine la razén de cambio del potencial en P(3,4,5) en la direccién del vector v =7+ j — k.
b) (En qué direccién cambia V' con mayor rapidez en P?

¢) {Cudl es la razén méxima de cambio en P?
Solucién. Tenemos que VV (z,y, z) = (10x — 3y + yz,zz — 3z, zy), y VV(3,4,5) = (38,6,12).
a) La razén de cambio es

v 1 32
C— =1(38,6,12) - —(1,1,—1) = =
|| V3 V3

b) La direccién en que V' cambia con mayor rapidez en P ocurre cuando v = VV/(3,4,5) = (38,6,12).

¢) La razén mdxima de cambio de en P es |[VV/(3,4,5)| = v/382 + 62 + 122 = 1/1624.

D,V (3,4,5) = VV(3,4,5)

Puntaje Pregunta 3.

= 2 puntos por obtener correctamente la derivada direccional D,V (3,4,5).
» 2 puntos indicar que la direccién en que V' cambia con mayor rapidez en P es VV(3,4,5).

= 2 puntos por obtener correctamente la razéon maxima de cambio.



0z

z
. Siz — z = arctan(yz), calcular — y —.

Solucién. Sea F(x,y,z) = x — z — arctan(yz) = 0. Entonces,

0z F, 1 B 14 9222
or Fz_ 1 1 (y)_1+y+y2732

1+ (y2)?

z
- 2(’2) 2.2

9= F, 142 14y z
0y Fooo oLy 1Ly hy Lyt

1+ (y2)? 141222

Puntaje Pregunta 4.

» 3 puntos por obtener correctamente el valor de 9z/0x

» 3 puntos por obtener correctamente el valor de dz/dy



9z 90z
ds’ Ot

5. Sean z = 2%y3, x = scos(t), y = ssen(t). Calcular

Solucién. Usando la regla de la cadena, tenemos que

0: _ 0:0n 0:0y
0s Oxr 0s Oy Os

0z 0z0x 020y _ 53 . 3 9 _ 2.3 3,2
o 5 + 9y 0t~ 3x“y°(—ssin(t)) + 3z y=(scos(t)) = —3sx“y”’ sen(t) + 3sz’y~ cos(t)

= 32233 cos(t) + 3x3y* sen(t)

Puntaje Pregunta 5.

» 3 puntos por obtener correctamente el valor de 9z/0s

» 3 puntos por obtener correctamente el valor de 9z/0t



6. Suponga que F(z,y,z) = 0 define en forma implicita cada una de las tres variables, z = f(z,v), y = g(z, 2),
x = h(y,z). Si F es derivable y F, Fy,, F, # 0, mostrar que

0z0x 0y B
or Oy 0z
Solucién. Si F(z,y,z) = 0 asumimos que z define una funcién de x e y, es esto, z = f(x,y). Entonces,
F(z,y,z(xz,y)) = 0y por la regla de la cadena
ox oy 0z 0z 0z F,
Fe—+F,—=—+4+F,—=0<=F+F —=0&~—=——.
m8x+ y8x+ “ox = “ox or F,
De manera similar, si asumimos que F(z,y, z) = 0 define  como una funcién de y y z, esto es, x = h(z, 2).
Entonces F(h(y, z),y,z) = 0y por la regla de la cadena
ox oy 0z ox ox F
Fomt B+ R = 0=+ F =0 - =-2
"oy ey gy oy oy B
De manera similar, si asumimos que F(z,y, z) = 0 define y como una funcién de z y z, esto es, x = h(z, z).
Entonces F(z,y(z,z),z) =0y por la regla de la cadena
ox oy 0z oy I,

dy
Fpr—4+F—+F,—=0<=F—=+F, =0 —~-=——
"0z * y82+ “0z y(‘)z+ ? 0z F,

020x0y ([ Fu)\( Fy\( F\_
0x oy 0z F, F, F, - ’

Por lo tanto,

Puntaje Pregunta 6.

= 1,5 puntos por obtener correctamente el valor de 9z/dx
= 1,5 puntos por obtener correctamente el valor de dx/dy
» 1,5 puntos por obtener correctamente el valor de dy/dz

= 1,5 puntos por verificar la identidad.



7. Halle los valores maximos y minimos locales y puntos silla, si existen, de la funcién
flr,y) =o' +y* —doy + 1.
Solucién. Primero hallamos los puntos criticos de la funcién:
L, =42’ — 4y =0, y =4y —4r =0,
o equivalentemente

?—y=0y yP-2=0

3

Resolviendo la primera ecuacién de arriba nos da y = x° reemplazando este valor en la segunda ecuacién se

obtiene
0=a'—z=2(®-1)=z@' - )+ ) =2 - D@2+ D)@'+ 1) =2@ - )@+ D@+ Dt +1)

luego hay tres raices reales z = 0,1, —1. Luego, los puntos criticos de f son (0,0), (1,1) y (—=1,—1). Ahora
bien, calculamos la segundas derivadas de f para hallar el determinante de la matriz Hessiana

foz = 12332, fmy = —4, fyy = 123/2
D(z,y) = foutyy — (foy)? = 1442%y* — 16

Como D(0,0) = —16 < 0 se sigue que en el origen f tiene un punto silla.
Como D(1,1) = 128 > 0y fzz(1,1) = 12 > 0 se sigue que f tiene un minimos local en (1,1) de valor

f(1,1) = -1
Similarmente, se tiene que D(—1,—1) =128 > 0y fzz(—1,—1) = 12 > 0 luego f tiene un minimo local en
(—1,-1) de valor f(—1,—-1)=—1.

Puntaje Pregunta 7.

» 3 puntos por obtener correctamente los puntos criticos de f: (0,0), (1,1) y (—1,—1).

= 3 puntos por clasificar los tres puntos criticos usando el criterio de las segundas derivadas parciales.



8. Un paquete en forma de una caja rectangular se puede enviar a través de servicio postal si la suma de su
largo y el perimetro de una seccién transversal perpendicular al largo es 108 cm como méximo.

seccion transversal
perpendicular

Calcule las dimensiones del paquete con el volumen més grande que se puede enviar por paquete postal.
Justifique su respuesta.
Solucién. Debemos maximizar la funcién volumen V (z,y,2) = xyz sujeto a la restriccion

g(x,y,2) =x+2y+22 < 108.

Notemos que la funcién V no tiene puntos criticos al interior de laregién > 0,y > 0, z > 0y g(z,y, z) < 108.
Por lo que basta, determinar el maximo de V' con la resstriccién g(x,y, z) = 108. Aplicando multiplicadores
de Lagrange, resolvemos VV = AVg(z,y, z) lo que nos lleva:

yz = A

rz = 2A

Ty = 2A
r+2y+2z = 108

Multiplicando la primera ecuacién por x, la segunda por y y la tercera por z se obtiene

Yz = Ar
Yz = 2y
Yz = 22Xz

Observe que A # 0 por que A = 0 significaria que xyz = 0 pero el volumen no puede ser cero. Entonces,
igualando las primeras ecuaciones se obtiene x = 2y e igualando las dos tltimas y = z. Sustituyendo en la
restriccién obtenemos

T4+ 2y 422 =108 <=2y + 2y + 2y = 108 <= 6y = 108 <=y = 18

de este modo x = 36, z = 18. Entonces, las dimensiones del paquete con el volumen més grande son x = 36
cm,y =18 cm , z = 18 cm.

Puntaje Pregunta 8.

= 2 puntos por obtener correctamente el sistema VV = AVg.
= 1 punto por descartar el caso A =0
= 2 puntos por resolver el sistema y obtener la relacién z = 2y, y = z.

= 1 puntos por obtener correctamente las dimensiones del paquete con el volumen maéaximo.



