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MAT 1620 — Calculo II

Solucién Interrogacién 2

1. Considere las rectas

z—2
-1
z+ 2
3

L,

r—2=06—-y=

Determine si las rectas L; y Lo son paralelas, oblicuas o se cortan. Si se intersectan,
determine el punto de interseccién.

Solucidén. Los vectores paralelos a las rectas son (2,2, —1) y (1,—1,3) los cuales
no son paralelos ya que uno no es un multiplo del otro. Las ecuaciones paramétricas
de las rectas son

Ly : r=24+2t y=3+2t, z2=2-1
Lo r=2+s, y=6—s, z=-2+43s.

Si las rectas se intersectan deben satisfacer las ecuaciones

242t = 2+s
3+2t = 6—s5
2—t = —24+3s

: : : : 3
Resolviendo las dos primeras ecuaciones se obtiene ¢t = —, s = — y estos valores no

ia
satisfacen la tercera ecuacion. Entonces las rectas no se intersectan y por lo tanto son
oblicuas.



2. Determine el limite, si existe, o demuestre que no existe.

. 2?yeY zt — oyt
Cl) 1m X a2 b) 1m > 9
(z,y)—(0,0) x* + 4y (z,9)—=(0,0) = + ¥y
Solucion.
x2yeY

a) Sea f(z,y) = RS Siy = 0, entonces f(z,0) = 0. Por lo tanto, f(z,y) — 0

cuando (z,y) — (0,0) por el eje X. Ahora bien, usando la curva y = z? se tiene

2.2 x2 2

4 z? T
oy atatem afe” em
fw,2%) = 2+ 4(2?)? 5t 5

para © # 0, luego f(x,y) = + cuando (z,y) — (0,0) a lo largo de la parébola
y = 2%. Se sigue que el limite no existe.

b) Factorizando el numerador, obtenemos

A 22— ) (22 4 2
m LY gy, W EY) 2y,
(x,y)—>(0,0) T _'_ y (x,y)—>(0,0) X + y (SEJ/)—)(0,0)




3. Hallar las ecuaciones de los planos tangentes a la superficie 2%+ 2y? 4+ 322 = 21 que
sean paralelos al plano x + 4y + 6z = 0.

Solucién.El elipsoide es una superficie de nivel de la funcién F(x,y,z) = 22 +
2y% + 322, luego un vector normal a la superficie en (zg, yo, 20) es VF(xo, Yo, 20) =
(2x9, 4y, 629). Un vector normal al plano x + 4y + 6z = 0 es (1,4, 6). Para que dos
planos sean paralelos, es necesario que sus vectores normales lo sean, es decir

k
(29, 4yo, 620) = k(1,4,6) = 2o = bR Yo=k, z=k.
2 2 2 K 2 2 21,
Comox0+2y0+3z0:2lz>z+2k + 3k :21:>Zk =21=k ==£2.

Por lo tanto, tenemos los puntos (o, o, 20) = (&1,42,42) en donde los planos
tangentes al elipsoide son paralelos al plano dado y las ecuaciones de los planos
tangentes son

T, @ 2x—1)4+8y—2)+12(2 —2)=0<=ax+4y+6z=21
T, 2x+4+1)—8y+2)—12(2+42)=0<=x+4y+ 62 =—-21



4. Sea f una funcién diferenciable tal que sus derivadas direccionales en el punto (1,2)
en las direcciones de los vectores (1,1) y (1,—3) son v/2 y /10, respectivamente.
Hallar el valor de las derivadas parciales f,(1,2) y f,(1,2).

Solucidn. Sean u = (1,1) y v = (1, —3) y sus vectores unitarios

. (1 1) . (1 —3)
u = —, = v = =Sy .
2 vz) VI0' V10
Tenemos que

D.f(1,2) = V2 Vf(1,2)-
D,f(1,2) = \ﬁO‘{:) Vi(1,2)-

>
|

V3 LL2)+£,12) = 2
m“:) £o(1,2) = 3£,(1,2) = 10

>
|

Resolviendo este tltimo sistema se obtiene que f,(1,2) =4y f,(1,2) = —2.



22

ords’

5. Si z = f(z,y), donde x = r? + 52, y = 2rs, determine

Solucién.Usando la regla de la cadena se tiene

0: o0 om0y 0, 0z,
ds O0xrds Oyds Oz dy

Entonces, aplicando la regla del producto y la regla de la cadena se obtiene

0%z _ ﬁ <%23> + ﬁ (%QT)

oros or \ Ox or \ Oy
+giyz%2r + % (g—;) %27’ + 2—22

= 47“8% + 8((;282482 + 47“5% + afgyélrz + 22—;

= 47“5% _|_47~sgiy§ + (4r? +452)£;§y N 22_; |

or 5 8x8r<28)




0 0
6. Si cos(xyz) = 1+ x?y? + 22, encuentre i y o=
oxr = Oy

Solucidén. Derivando la ecuaciéon implicitamente con respecto a x obtenemos

0z

0z\ ., o
—sen(xyz)y (z + x%> = 2xy” + 2Z8x

Despejando 0z/0z resulta

0z 2xy® +yzsen(zyz)
Or  2z-+aysen(ryz)

Similarmente, derivando la ecuacién implicitamente con respecto a y y despejando se

obtiene
0z 2ya*+ zzsen(xyz)

dy  2z+ay sen(xyz)




7. Encuentre y clasifique los puntos criticos de f(z,y) = 23 + 3zy* — 15z — 12y.

Solucion.Las derivadas parciales de primer orden son
fo=32"+3y*—15  f, =6y —12.
Al igualar a estas derivadas parciales a 0, se obtienen las ecuaciones
P2+ —5=0 y xy—2=0.

Para resolver estas ecuaciones, sustituya y = 2/z de la segunda ecuacién en la primera
y se obtiene

4
1’24—; =5 <= 1" 52244 = 0 = (2 —4)(2°—1) = 0 <= (2+2)(z—2)(z+1)(z—1) = 0.

de modo que hay cuatro raices reales: x = 2, —2,1, —1. Luego f tiene cuatro puntos
criticos (2,1), (=2, -1), (1,2) y (=1, —2). Tenemos que f,, = 6z, f,, = 6y, f,, = 6z,
entonces
D(x,y) = facfyy — (foy)? = 362 — 36y .
a) D(2,1) =108 > 0y fu:(2,1) = 12 > 0 entonces f(2,1) = —28 es un minimo
relativo.

b) D(=2,-1) =108 >0y frz(—2,—1) = —12 < 0 entonces f(—2,—1) = 28 es un
maximo relativo.

¢) D(1,2) = —108 < 0 entonces f(1,2) = —26 es un punto silla.
d) D(—1,—2) = —108 < 0 entonces f(—1,—2) = 26 es un punto silla.



8. La interseccién del plano x + y + 2z = 2 con el paraboloide z = 2? + y? forma una
elipse. Encuentre los puntos de la elipse que son los mas cercanos y los més lejanos
al origen.

Solucién. Definimos las funcién g(z,y,2) = x + y + 2z y la funcién h(z,y,z) =
2?2 + y? — 2. Buscaremos los extremos de la funcién f(z,y, 2) = 22 + y* + 22 sujeto a
las restricciones g(x,y,z) = 2y h(x,y,2) = 0. Usando el método de multiplicadores
de Lagrange basta determinar las soluciones del sistema

Vf(llf,y,Z) = )\lvg(x>y>z) + )\QVh(x>y>Z) 2r = 2)\1I+ )\2
g(z,y,2) = 2 e 2y = 2\y+ Ao
h(z,y,z) = 0 22 = =AM +2X)

Restando las dos primeras ecuaciones obtenemos
20 =2y =2z -2 \y<=zr—y=Mzr—y) <= (z—y) (M —1)=0
Si A1 = 1 entonces de la primera ecuacién se obtiene

20 =2 A\ T+ <= 20 =20+ <= N =0
1

y de la tercera ecuacién obtenemos que

1
22 =— AN 42 My = 2z=—-1<=|z2=—=
1 0 2

y sustituyendo este valor en la segunda restriccion resulta
1 1
h(z,y,2) =0<:>$2+y2—z=0<:>x2+y2+§ =0<= 22 +y’ = )

lo cual es absurdo.
Luego, necesariamente se tiene que . Sustituyendo esta relacion en la segunda
restriccion obtenemos

h(%y,Z):O<:>x2+y2—z:0<:>2x2—z:0<:>

Por 1ultimo, usando estas dos ltimas relaciones en la primera restriccién obtenemos

g(z,y,2) = 2 = a4y+2z = 2 = r+2+2(22%) = 2 = 42’ +20—2 = 0 <= 22°+2—1 =0

1
Usando la féormula cuadratica obtenemos que las soluciones son x = 5 0% = -1y

como =7y y z=2x> obtenemosqueyzioy:—lyz:%ozzz Por lo tanto,
los puntos maximos y minimos son:

111
- -z ~1.-1.2).
(2,2,2) y (=1,-1,2)



