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Solucién Interrogacion N° 2
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1. (a) Calcule

(b) Usando series, demuestre que

— 7
0,63 =—
’ 11
oo o
2. Si la n-ésima suma parcial de la serie Z a, es S, =3 —n2~", determine a, y Z Qp,.
n=1 n=1

3. Determine si las siguientes series convergen o divergen.

n=1 n=1 n=1
1
4. Determine el valor de / sen(x?) dr con un error menor que 0,01.
0

5. Determine los valores de las siguientes series

0 3n e 1 n 2n+l
(a) ; 5l ; 4271 (20 1 1))

6. Determine los intervalos de convergencia de las siguientes series:

o0 o0 " o n2mn
;”'295_1 (b);ﬁ © 25716 o

n=1

7. Determine los valores de p € R para los cuales la siguiente serie converge, indicando en qué casos la
convergencia es absoluta o condicional.

2. (=) Y(In(n))?
222( ) n( (n))

dz .7
22—z+1 33

Use esta serie para demostrar que

1/2
8. Sabiendo que / y 2 +1= (v +1)(2* — 2+ 1), determine una serie de
0

potencias para f(r) = — 1
x
3V3 2 1
L33~ (D) N
4 8n 3n+1 3n+42

n=0




Solucién Interrogacion N° 2

hmn<1—W1—z>
n—oo n
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1. (a) Calcule

(b) Usando series, demuestre que

Solucion.

(a) ALTERNATIVA 1

7

1—¢1——

. 3 7 T n
limn{l-— 1—— = lim ———

n—s00 n n—00 1/n
- iR o
= 71611% 3(1_—7790)2/3 (1 pto)
= g (1 pto)

ALTERNATIVA 2

7

1— 91 ——

| JT) L Vit
lIlmn|1l—4/1-— = lim ———

v1—Tr -1
= —lmY¥—"""° (1 pto)
z—0 €T

Luego, el limite anterior es la derivada de f(z) = —v/1 =7z enx =0 (1 pto). De este modo,

hmn<1—31—z>:fﬂn

n—o0

0,63 =0,636363. ..
_ 6,3 .6 3 6 3
10 0 102 103 10% 105 106 0

= 6 = 3
- Z 102n—1 + Z 102n (1 pto)
n=1

n=1

20 1
— 20 (1pt

33 T 33 (1 pto por cada suma)
T
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2. Si la n-ésima suma parcial de la serie 5 a, es S, =3 —n2™", determine a,, y g an
n=1

n=1

Solucién. El primer término de la sucesion a,,
_ 5
1 = Sl - 3 - 2 1 - =
El término a,, paran > 1
=S, =81 =3-n2"—(3—(n—-1)2""Y)=(n-2)2™"
El valor de la serie
2 o = Jim (S,) = lim (3 -n27) =3
, nota 5,0.

e Por encontrar a,, nota 3,0
e Por lograr lo anterior y ademds expresar la serie como lim,,_,, (Sy)
e Por lograr lo anterior y ademas llegar al valor correcto de la serie, nota 7,0

3. Determine si las siguientes series convergen o divergen
vntl—yn = " = sen(1/n)
OIS -1 (c) D —Jn
=1 n=1

A _Vn+l-vn 1

Solucioén.
(a) Es una sucesién de terminos positivos cuyo término a,, =
n

1
Aplicando el teorema del comparacion al limite, comparando con la serie g — que es una serie
n2
=1

1

convergente
_ n(vn+1+/n) 1
lim = -
n—o0 1 2
—3
nz
o0 / 1 o
implica que Z u es convergente. (2 ptos)
n
n=1
(b) Como lim,, <1 + —> —1=-e—1# 0 por el criterio de divergencia la serie diverge. (2 ptos)
n
(c) Esuna sucesmn de términos positivos. Aplicando el teorema del comparacion al limite, comparando
con la serie Z que es una serie convergente
=1 ni
sen(1/n)
lim # ~1
n—o0
N
n2
(2 ptos)

1
M es convergente.

implica que Z
N4

n=1
Q



1
4. Determine el valor de / sen(x2) dx con un error menor que 0, 01.
0

Solucion.

1 1 1 n )2n+1
/sen :/ Z dz (2 ptos)
0

n4n+2 &
dr (2 pt
Z/ 2n+1 Z 4n—|—3 2n+1) v (2 ptos)

que es una serie alternante, aplicando el teorema del residuo para series alternantes como

1 1
by = TR 0,01 debemos sumar hasta n =1, 51 = 3 7 ar (2 ptos)
5. Determine los valores de las siguientes series
00 3n e 1 n 2n+1
(a) ; 5up 2 42n+1(2n + 1)
Solucioén.
(a) Sabemos que e* = i o si evaluamos en x = 3 obtenemos 3 i LA 1+ i il
d B “— nl 5 B “— 5mnl B “—~ 5"n!

—e5—1. (2 ptos)

x(2n+1)

(b) Sabemos que sen(z Z si evaluamos en z = Z obtenemos sen (%) = Z e

n+1 1"
n=0 =0 (271 —+ 1)

(2 ptos)

6. Determine los intervalos de convergencia de las siguientes series:

a) Y nl(2z—1)" (b) Y

n=1 n=1

S %
=

NE

[\@)

~

o 3
8

s

Solucién. (a) Notar que la serie

Oon' 2 —1)" nl2™(z — 1/2)".
Sy =3

Tomando a, = n!2™ y aplicando el criterio del cuociente tenemos que

lim “L = lim 2(n+1) = +oo.

n—oo an n—oo

Por lo tanto, el radio de convergencia de la serie es R = 0 y la serie

i n!(2z —1)"
n=1

converge solo en = 1/2. (2 pts.)



(b) Tomando a, = 1/+4/n y aplicando el criterio del cuociente tenemos que

n 1
lim 2 = fim [ =1

Por lo tanto, el radio de convergencia de la serie es R = 1 y la serie
n=1 \/ﬁ

converge absolutamente para |z| < 1y diverge para |z| > 1. Como el criterio no da informacién
en los extremos x = 1,x = —1, entonces se deberdn analizar de forma independiente. Supongamos
que x = 1, entonces nos queda la serie
oo
1
>
n=1

que diverge ya que p = 1/2 < 1 (Criterio de la p-serie). Si x = —1, entonces nos queda la serie

— (-1)"
>

n=1

que converge por criterio de series alternantes ya que la sucesion a,, = 1/+/n es positiva, decreciente
y con limite cero. (2 pts.)
2

¢) Tomando a, = " y aplicando el criterio del cuociente tenemos que
2-4-6 2
. . L] n
. 1 1\? 1
lim &L = g = (2 = 0.
n—oo (A n—oo 2 n n -+ 1

Por lo tanto, el radio de convergencia de la serie es R = oo y la serie
o0

n2z"
Z:2-4-6-...-271

n=1

converge para todo z € R. (2 pts.)

7. Determine los valores de p € R para los cuales la siguiente serie converge, indicando en qué casos la
convergencia es absoluta o condicional.

2. (=) Y(In(n))?
Z( ) n( (n))

n=2

Solucién. Supongamos que p > 0y consideremos la funcién f(z) = , x > 2. Un calculo muestra

que

(In(z))”

(In(x))"~*(p — In(z))

x2

(In(n))?

es negativa para x > e’. Como la sucesion a,, = ———=— coincide con la funciéon f anterior en los

() =

(1)

n
naturales, se tiene que a,, es decreciente para todo n > [eP] + 1 ([z] : parte entera de x). Separamos la
serie de la siguiente manera



= (=1)" n(n))? —1)" (In(n))P > —1)" (In(n))P
Z()n(()): (-1) (())+Z(> (In(n))

n=2 n=2 n=[eP]+1

y notamos que por el analisis anterior, la serie

n=[eP]+1

es convergente (Criterio de series alternantes) y la suma

I (—1) 1 (In(n))?
ZQ( ) n( (n))

es finita. Por lo tanto, la serie

= (=1)""Y(In(n))?
ZQ( ) n( (n))

converge para p > (. Para analizar la convergencia absoluta en este caso, debemos analizar la conver-
gencia de la serie de términos positivos

o (In(n))?

>

n=2

(In(r))”

Tomamos b, = 1/n y por comparacién al limite (tomando a,, =
n

) tenemos que

o Gn . p_
553, = i in(n)) = oo

Como la serie
o

1
2

es divergente y el limite anterior es 400, entonces

. (In(n))?
Z(())

n
n=2

es divergente y por lo tanto la serie

= (=1)""Y(In(n))?
;( ) n( (n))

converge condicionalmente para p > 0.

Supongamos ahora que p < 0, entonces —p > 0 y analizamos la serie

= (-1
2 (e

n=2

1
(tomando ¢ = —p). Consideremos la funcién g(r) = ————. De manera andloga (como en (1))

x(In(x))4

tenemos que ¢'(x) < 0, para todo x > 2. Si a, = . ¥ dado que g coincide con a, en los

n(ln(n))



naturales, entonces tenemos que a,, es positiva y decreciente. Es facil ver que lima, = 0, por lo tanto
por el criterio de las series alternantes, tenemos que

= (1!
nz:; n(ln(n))4

converge. Para analizar la convergencia absoluta en este caso, debemos analizar la convergencia de la

serie de términos positivos
o0

1
2 Gy

n=2
Ocupamos la funcién g definida anteriormente y notamos que es continua, positiva y decreciente. Usando
el cambio de variables u = In(x) tenemos

o x(In(z))e In(2) ud’

La integral de la derecha converge si y solo si ¢ > 1, por lo tanto por el criterio de la integral tenemos

que .
1
2 n(In(n))?

n=2

converge si y solo si ¢ > 1. Finalmente concluimos que la serie

= (=) (In(n))?
ZZ( ) n( (n))

converge absolutamente si p < —1 y condicionalmente si p > —1.

dz o
2—r+1 3v/3

1/2
. Sabiendo que / y 22+ 1= (v +1)(2* — 2+ 1), determine una serie de
0

. Use esta serie para demostrar que

1
potencias para f(r) = — 1
T

7T:3\/§°°(—1)n< 2 1 )

4 8n 3n—|—1+3n—|—2

n=0



Solucién. De la informacion dada se deduce que
T /1/2 dv /1/2 (v + 1)dx
3v3 Sy at-xz4+1 1+ a3
V2 xda V2 dg
A=y
o 14z o 1423
1/2 1 1/2 1
= T |———| dz+ / [—} dz
/0 {1—(—333)} o L1—(=2%)
1/2 1/2 00
= / " dz + / dz

o0

1/2C>o
:/ xz n3ndx+/ n3nd$

1/2 o0 1/2 )
— / n 3n+1 dl’+/ n 3n dJT
0

1/2 1/2
= Z(—m/ 2 dr + Z / " dx
n=0 0
0 3nt2 0 3+l 1/2

B Z{)(_l)n3n+2 Z Ve
1 3n+2 1 3n+1
I

3n+ 2 3n+1

N ) N e - S
—Zom+§m—z4sn<sn+z +2 3

n= n=0

M

n=0

= —1)" = (—1)" (1) 1 1
nzo 18312 nzzo 2 8" 3n+ 1) g (4(3n+ 2 230+ 1))
3 (=

B 1" 1 N 2 I (-1 1 N 2
4= 8 \4Bn+2) 4Bn+1)) 44 8 \B3n+2 3n+l

de donde lo pedido se desprende facilmente.



Puntaje:

- ™ .
e Por re-escribir ——= como suma de dos integrales, 1 pto.

3v/3

Por reemplazar ]

> por su serie de potencias en cada una de estas integrales, 1 pto.
x

Por llegar a dos series alternantes, una con fol/ 23" dr v otra con fol/ 2 237+ 4z, 1 pto.

Por calcular estas integrales y evaluar en los extremos, 1 pto.

e Por separar los factores 2 - 8" y 4 - 8" en las fracciones, y , 1 pto.

Por llegar al resultado pedido, 1 pto.



