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Problema 1.
Indique si las siguientes series convergen o divergen

(2) g <2n21)n (b) i Kg)” N H

(©) gntan (%) (d) gz%

Solucioén:

(a) Por el criterio de la raiz,

1
lim{’/anzlim( n ):§<1

por lo cual la serie converge.

2\" 1
(b) Sean a, = (—) ; b, = —. Sabemos que

3 n
o0
° E a, converge (serie geométrica convergente)
n=1

o
o E b, diverge (serie arménica)

n=1

o0
Si la serie E (a, —b,) convergiera, también lo harfa
n=1

o

[(an —by) — an] = _ana

n=1

lo cual es una contradiccion. Por tanto, la serie diverge.



(c) Tenemos que

1 t 2
lim ntan (—) = lim an(z) = lim sec”(x) =1
n—oo n S~~~
n=1/x
por la Regla de L’Hopital.

Como el término general no tiende a cero, la serie diverge.

(d) Si llamamos a, al término general de la serie, aplicamos el criterio del cuociente obte-
niendo

awa] o (1) 22
lim = lim -
1
= D

ya que la exponencial del denominador crece muchisimo mas rapido que el numerador.

Por lo tanto, la serie converge.



Problema 2.
Dada la sucesién definida recursivamente por

1
a; = 1; an+1:§(an+3), n=1,23,...

demuestre que la sucesion converge y encuentre su limite.

(AYUDA: La recursién dice que cada término es el promedio entre el anterior y el
nimero 3)

Solucién: Probaremos, por inducciéon matematica, que la sucesién es :

1. Creciente (a, < an,y1 paran > 1)

2. Acotada superiormente por 3 (a, <3 paran > 1)

Demostraciones

1. e Como ay = (3+1)/2 =2>1 = ay, la propiedad a ser demostrada se cumple
para n = 1.

e Supongamos ahora que a, < a,.1. Entonces,

Cln+3 an+1+3
an+3 < a1 +3 = 5 < 5 = Apy1 < Apao-

Luego, la sucesién es, efectivamente, creciente.

2. e Claramente a; = 1 < 3.
1+ ay 3+3
e Supongamos ahora que a, < 3. Entonces —;a < ; =3
——
An+1

y por tanto a, < 3 para todo n € N.

Por lo tanto, la sucesion converge.

Calculo del limite

Sea L = lim a, = lim a4 .
n—oo

Aplicando limite a ambos lados de la regla de recurrencia obtenemos
L+3
L=""2 = L = lima, = 3.

2 n—oo



Problema 3.

. ., , .. . an+1
(a) Demuestre que si {a,} es una sucesién de ntimeros positivos tales que lim
n—oo (A,

<1

entonces lim a, = 0.

n—oo

Solucion
[ee)

An+1 .
< 1 entonces la serie E a, converge y por tanto,

I) Método Indirecto: Como lim

n—oo

n=1
por el test de divergencia, lim a, = 0.
n—oo

IT) Método Directo: Como lim n1

n—oo (U,

= L < 1 existe un natural m tal que, para todo

n > m, se cumple que a,i1/a, < L+¢€¢ = r < 1 de modo que a,1 < ra, para
n=m,m+1, m+2, ...
Asi,
. 2. . 3. k
Umt1 < T Oy < Tyl < T 0w Gmas < TQmyo < 7205 oo Qg < TGy, ...

Asi, la sucesién a,,., satisface 0 < apip < r*a,, v como 0 < r < 1, ésta ultima tiende a
cero cuando k — oo, .

Por el teorema del emparedado, 0 = klim i = lim a, .
—00

n—oo

(b) Demuestre que
| 201 < 1 n 1 n N 1 <1 200
" 100/ — 100 101 200 — . 9 ) °

Solucién

K La suma corresponde a la suma de las

areas de los rectangulos de la figura.
i Como ellos son mayores que el area
bajo la curva obtenemos

1 1 201 g 201
— e — Z — =In( — .
100 200 0o T 100

100 201




suma de las dreas de los rectangulos de
la figura. Como esta suma de areas es
menor que el area bajo la curva obten-
emos

1 . 1 - /200 dx | 200
_ —_— _ = n —_— .
100 200 = Jgo oz 99

\ La suma también puede verse como la

99 100 199 200




Problema 4.
. Para qué valores de p € R es convergente la integral

o] 2 D
-+
o T +ax P

Solucién: Empezamos por escribir la integral en la forma

0 2 D 1 2 4 e 2 p
1:/ de:/%dﬁ/ AT e — 41
0 0 1

at 4 P ot 2t zt P

y consideremos varios casos

Justifique su respuesta.

e S5i0 < p <1 laintegral es impropia de I y II especie. Por una parte tenemos que

1 P( 2-p
aP(zP 4+ 1)
11 = / g dx
o P(x"P+1)

1 1
y el integrando se compara favorablemente con g(x) = 3, ¥ como / g(x) dx
xr 0

converge en este caso (pues 1 — 2p < 1) tenemos que I1 converge.

Por otra parte

o] 2 p—2
2 :/ AU
1 (1427°7P)

1
1
la cual se compara favorablemente con la integral convergente / — dz de modo
0

que I2 también converge y por tanto toda la integral converge

e Sip >1 el integrando tiende a cero cuando = — 0+ por lo que [ es sélo de tipo I y
5

o0

su parte impropia, 12, es comparable a / —; dx siendo ¢ el mayor entre 2 y p, de
.

modo que en este caso, la integral converge sélo si 1 < p < 3.

oo .2
e Si p <0 entonces [2 siempre convergera al ser comparable a / — dz.
.

Por otra parte, en este evento, amplificando el itegrando por P obtenemos

1 2—p 1
J1 = / de
0

P 4 g

Ld
T .
la que se comporta, cerca de z = 0, como / — siendo « el menor entre 4 — p y
0 T

1 — 2p. Cualquiera sea el minimo, como p es negativo a > 1 y asi I1 (y con ella toda
la integral I) diverge

Resumiendo, la integral converge si y Solo si 0 < p < 3.



Alternativamente pueden analizar por separado las integrales /1 e 12 mostrando que
e [1 converge siempre que p sea mayor que Cero
e [2 converge sélo si p < 3

y como la integral converge solo si lo hacen ambas partes, se llega al resultado.



