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1. Determine si cada una de las siguientes integrales es convergente o divergente. En caso de ser
convergente, calcule dicha integral.

a) /24—wdw
1 \3/w2—4 .

> w?+1
b) /1 w3 (cosQ(w)+1)dw'

Solucion:

a) Observemos que esta integral, es una integral impropia de tipo II, pues la funcién del
integrando posee una asintota en w = 2, de este modo:

/2 o /’f o
———=dw = lim —duw.
1 Vw? —4 t=2- )1 vw?—4

De este modo calculando la integral tenemos que:

¢

> dw ) 9 2
| gyt = Jim (300 =)

Y por lo tanto la integral impropia es convergente.
Asignacion de Puntaje:

e (1 pto.) Por identificar la integral impropia como tipo II y por escribir la definicién
de esta.

e (1 pto. ) Por calcular correctamente la antiderivada de la integral.
e (1 pto. ) Por calcular la integral y concluir que la integral es convergente.

b) Esta integral, es una integral impropia de tipo I, para analizar convergencia apliquemos
para esta integral el criterio de comparacién y notemos que:

w?+1> wQ, y portanto tenemos que:
w? +1 w? 1

w3 (cos?(w) 4+ 1) o (cos?(w) +1)  w(cos?(w)+ 1)



Adem4s notemos que: 0 < cos?(w) < 1, y de este modo:,
cos(w) +1<1+1=2

Por lo tanto tenemos que:

En resumen tenemos que:
w? +1 - 1
w3 (cos?(w) +1) = 2w

1 1 [~1
/ —dw = —/ —dw
1 2w 2/, w

Es divergente por el criterio de la integral p, con p = 1, tenemos que

/°° w?+1 p
1 w3 (cos?(w) + 1) v

Y puesto que la integral

También es divergente.

Asignacion de Puntaje:

1
e (1 pto. ) Por comparar correctamente con g(w) = —.
w
<1
e (1 pto. ) Por concluir que / —dw es divergente
1w
e (1 pto. ) Por concluir correctamente apartir del criterio de comparaciéon que la

integral es divergente.

2. Considere la sucesion recursiva definida por

an + 7
2

a1 =9 ; Gpi1 =

a) Demuestre que a,, < 7.
Solucién:

Usaremos induccién para demostrar lo pedido, para eso verificamos que
S5=a1 <7

ahora, si suponemos que a, < 7, tenemos que a; + 7 < 14 y por lo tanto

ap +7

<14

Qp+1 =

con esto tenemos que para todo n natural se tiene que a,, < 7. Asignaciéon de Puntaje:



— (0.5 ptos.) Por verificar que la cota se cumple para a;.
— (1 pto. ) Por demostrar correctamente el paso inductivo.
— (0.5 ptos. ) Por concluir.
b) Demuestre que a, es creciente.
Solucién:

ap + 7

Observe que agi1 > ay siy solo si > ay, es decir si ap + 7 > 2ay, lo que es cierto ya

que, del punto anterior, tenemos que a; < 7. Asignacién de Puntaje:

— (0.5 ptos.) Por plantear correctamente una estrategia de demostracion.
— (1.5 ptos. ) Por realizar la demostracién (multiples formas).

¢) Demuestre que a,, converge y calcule el limite.

Solucién:

De los puntos anteriores tenemos que a, es monotona y acotada por lo tanto es conver-

gente. Si lim a, = L, tenemos que, de la definicion se debe cumplir que
n—oo

L
L:j
2

obteniendo que el limite de la sucesion es 7.
Asignacion de Puntaje:

— (1 pto.) Por justificar correctamente la existencia del limite.
— (1 pto. ) Por calcular el limite.

3. Determine si las siguientes series son convergentes.

> VonZ+4n+1
a) )

nd+9

n=0

= [In(n)]3

n=1 n
Solucion:

a) Apliquemos, para esta serie, el criterio de comparacién al limite y comparemos con:

b _\/2n2_\/§

n3 n2




Y calculemos el limte:

. ay, ) _\/2n2+4n+1 n?
lim — = lim —

n—oo bn n—o0 TL3 —|— 9 \/§

'ng\/nz(H%Jrn_g) n*(n)y/2+ 4+ % V2
pum 1‘ — = -
oo | T V2 (14 %) oo | /203 (14 %) V2

o0
2
Dado que la serie Z \/—2_ es convergente por el criterio de serie p con p =2 > 1 tenemos
n=1 n
“V2n? +4n +1
que: la serie Z es convergente, esto debido al criterio de comparaciéon al
n3+9

n=1
limte.

Asignacion de Puntaje:

e (1 pto. ) Por comparar correctamente con el término b, = 1—2 y calcular corrrecta-

mente el limite lim, o .
n

V2
o (0.5 pts.) Por justificar que la serie E — es convergente
n=1 n

> VonZ+4n+1

e (0.bpts.) P luir 1 ia d
(0.5 pts.) Por concluir la convergencia de Z G

n=1

por el criterio de com-

paracion al limite.

Notemos que:
2" sin?(5n) _ 2"
47 + cos?(n) 4" 4 cos?(n)

Por otro lado notar que:
4" + cos®(n) > 4" +0 = 4™

De donde tenemos que:

2" sin?(5n) 2" 2n <1>”
5)

< <=z
4n + cos?(n) 4" +cos?(n) 47

Observe que la serie geométrica con los términos del lado derecho de la desigualdad es
convergente con r = 1/2.
00 )
2" sin*(5n)
Luego por el criterio de comparacion, la serie: —_
80P P nZ:o 4 + cos?(n)

es convergente.

Asignacion de Puntaje:

e (1 pto. ) Por comparar correctamente con el término b, = (1/2)"

o (0.5 pts.) Por justificar que la serie geométrica es convergente.



c)

« (0.5 pts.) Por concluir la convergencia de la serie por el criterio de comparacion.

In(2))*

Apliquemos, para esta serie, el criterio de la integral, para ello sea f(x) =
x

Observemos que f(x) > 0 para z > 1, ademas f es decreciente:

) = [3[In(z)] (;)IQ'fC— [In ()]

Sn(x)]* — [In(z)” _ [3 — W(@)][n()]*

2 2

Si x > € entonces In(x) > 3, asi f/'(x) < 0.
Por lo tanto f es decreciente en (€3, 00).
Ahora veamos la integral de la funcion:

Usando la sustitucién v = In(z), y asi du = %dx, de donde obtenemos:

/1 h @dx = lim G[ln(m)]‘*)
[In(m)]*

In
Por lo tanto la integral impropia diverge y por el criterio de la integral la serie Z [
n

n=1

In(b)
= +00.

1

diverge.
Asignacion de Puntaje:

e (1 pto. ) Por verificar las hip6tesis del criterio de la integral.
o (0.5 pts.) Por justificar que la integral converge.

e (0.5 pts.) Por concluir la divergencia de la serie.

o
. . : . —1)Fa?
Determine el intervalo de convergencia de la serie E +
k=0 ’

Solucién:

Para calcular el intervalo de convergencia, realizamos el criterio de la razén, obteniendo
que,

x2k! . x?

= i -

GLAEY R T = lim ——
k—o0 (kj—i—l)' k—oo k + 1

ag

lim

k—o0

= 0 para todo z € R.

por lo tanto el intervalo de convergencia es (—o0o, 00).
Asignacion de Puntaje:

— (1 pto.) Por determinar |a,1|/|an]|.
— (1 pto. ) Por calcular correctamente el limite.
— (1 pto. ) Por determinar el intervalo de convergencia..



> (_ )kx2k
b) Demuestre que si f(z) = Z —r

— entonces f es solucion de la ecuacion diferencial
k=0 ’

f'(z) + 2z f(x) = 0.

Solucioén:

] > (_1)kx2k
Observe que si f(z) = Z TR entonces

k=0
x2 a2l
J@)=l-g+g =5+
derivando obtenemos que
b al (2k 4 2)(—1)kF1a2h+L > (2k + 2)(—1)k+
! = Q44 48 _... _ 2k+1
Jla) = 2atdo —Gapd8 o — ot (k+ 1) * ; (k+ 1)
por otra parte, tenemos que
ZES ZL‘S 1'7 2(—1)k$2k+1 o0 2(_1)k o
2xf(m)—2:10—2?—1-25—25—%”—1-74—-“—; v
=0

2k+1

Observe que el coeficiente de z en el desarrollo de f'(z) es

(2k 4+ 2)(—1)F 2k +1)(=1DF  2(—1)!
k+1)! (k+DK R

2k+1

que coincide con el inverso aditivo del coeficiente de z en el desarrollo de 2xf(x),

luego se tiene que
f(z) + 2z f(x) = 0.

Asignacion de Puntaje:
— (1 pto.) Por determinar el desarrollo de f'(z).

— (1 pto. ) Por determinar el desarrollo de 2x f(z).
— (1 pto. ) Por concluir la demostraciéon



