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La siguiente evaluacion contiene 6 preguntas, dispone de 120 minutos para responderla.

1. a) Analice la convergencia de la siguiente integral impropia.

o0 z+3
/1 (@ —1)2+1) dr

b) Calcule, en caso que exista, el valor de la siguiente integral impropia.
/ o 2 2¢ +1
— dz.
9 r—1 x2+1
2. Analice la convergencia de la siguiente integral impropia.

' sen(w)
/0 232 (z — 1)2/3 dz.

3. Determine la convergencia o divergencia de las sucesiones cuyo término general esta dado por:

_ sen(2n) . (In(n))?
1 4/n] " n o

4. Considere la sucesion dada por:
a; = \/5, Gni1 = V2 +a,, paratodo n>1.

a) Pruebe que esta sucesién es acotada superiormente.

b) Suponga que la sucesién dada es creciente. Demuestre que es convergente y determine el valor de su
respectivo limite.



5. a) Analice la convergencia de la siguiente serie nimerica. En caso que sea convergente, calcule la

respectiva suma.
(5 1
2 o 3 )

n=0

b) Determine los valores de 2z € R para los cuales la siguiente serie es convergente. En los casos que
sea convergente calcule la respectiva suma

o0

Z 4" 2",

n=0

6. Analice la convergencia de las siguientes series numericas.



Una solucién

a) Tenemos que la integral dada se puede escribir como:

> x+3 7 x+3 > x+3
/1 <x—1><x2+1>d$‘/1 <x—1><x2+1>d“/2 CEN S A

Para analizar la convergencia de la primera integral utilizaremos el criterio de comparacién con la

1
funcién g(z) = P de la cual su respectiva integral divergente en (1,2). Comparamos,
Tz —

z+3
i (x — 1)(22 4+ 1) _,
r—1t 1 ’
r—1

Por lo tanto ambas integrales tienen el mismo comportamiento.

b) Para calcular la integral dada notamos que

2 20 +1
— =2In(z—1)—In(z"+1)— A :
/ (x S 1) dx n(z —1) —In(z* 4+ 1) — Aretg(z) + ¢

Con lo cual,

, * 2 2¢ +1 ) (c—1)*
lim : (35 71 1) dz = lim In ( a1 Artg(c) + In(5) + Arctg(2). ),

= _g + +1In(5) + Arctg(2)

Asignacion de puntaje:

a) Asignar 1 punto por separar la integral en dos integrales impropias y analizarlas por separado.

a) Asignar 1 punto por determinar la divergencia de la primera integral. Si solamente se concluye la
convergencia de la segunda integral esto entrega 0.5 puntos.

a) Asignar 1 punto por concluir la divergencia de la integral dada.

b) Asignar 1 punto por utilizar de manera correcta la definicién de integral impropia para realizar el
calculo pedido.

b) Asignar 1 punto por el calculo correcto de la respectiva primitiva.
b) Asignar 1 punto por calcular de manera correcta el limite pedido.

a)+b) Agregar 1 punto base y colocar la nota en el cuadernillo respectivo.



2. Para analizar la integral dada, comenzamos separando como sigue,

3.

1 1/2 1
sen(x) sen(x) / sen(z)
——— s dr = — 7z d — = dz.
/0 2z — 128 /O 2z — 128 + L B2z — 1)2F t

Para la primera integral utilizaremos el criterio de comparaciéon con la funcién

1
gi(z) = ﬁ

y calculando se tiene,
sen(x)
3/2(7 — 1)2/3
T

0t 1

NG
Con lo cual la primera integral es convergente. Para el caso de la segunda integral realizamos un proceso
analogo comparando con la funcién

=1.

1
) = e

Se tiene que, por comparacién al limite, la segunda integral tambien es convergente y se puede concluir
que la integral dada tambien lo es.
Asignacion de puntaje:
= Entregar 1 punto por separar la integral en dos integrales impropias.
= Entregar 2 puntos por analizar de manera correcta cada una de las integrales impropias obtenidas.
= Entregar 1 punto por concluir la convergencia de la integral dada.

= Agregar 1 punto base y colocar la nota en el cuadernillo respectivo.
a) Como la sucesién a,, = sen(2n) estd acotada, se tiene que para todo n € N se cumple que

1 sen(2n) o 1

1+vn ~14+yn ~14+yn

Usando el teorema del sandwich se sigue que lim b, = 0.
n—oo

—1<sen(2n) < 1=

b) Usando la regla de L’Hospital se tiene que

1
2 2(In(z)) - —
L= lim f(z) = lim m@)” _ %:2 i B(®)

T—00 T—00 T T—00 1 00 T T—00

Entonces, lim ¢, = lim f(n) =L =0.
n—oo n—oo

Asignacion de puntaje:

a) 2 puntos por usar el teorema del Sandwich.

)

a) 1 punto por concluir que la sucesién es convergente y converge a 0.
b) 2 puntos por usar regla de L’Hospital.

b)

= Agregar 1 punto base y colocar la nota en el cuadernillo respectivo.

1 punto por concluir que la sucesién es convergente y converge a 0.



4.

a) Por demostrar que a,, < 2 para todo n € N.
Usando induccién, se tiene que a1 = /2 < 2 luego la propopocién es verdadera para n
Supongamos que la proposicién es verdadera para n, es decir que a, < 2 y demostraremos que

any1 < 2. En efecto, se tiene que

acotada superiormente por 2.

b) Como la sucesién es creciente y acotada superiormente, entonces existe lim a, = L. Usando la

relacion de recurrencia, se obtiene que

lim app1 = lim V24+a,=L=vV2+L=1°=2+1
n—oo n—oo

Al resolver la ecuacién se obtiene que L = 2 o L = —1, como a, es positiva se sigue que L =

lim a, = 2.
n—oo

Asignacion de puntaje:

a

o T O & o

= Agregar 1 punto base y colocar la nota en el cuadernillo respectivo.

1

5 .
a) Notemos que > TR > 37 SO0 convergentes pues son geométricas con |r| < 1. Luego, por leyes de

series,

es convergente. Como

0,5 puntos por verificar la proposicién para n = 1.

1 punto por establecer la relaciéon L2 =2+ L

Ung1 = V2 +ap, <2+2=2

la dltima desigualdad es consecuencia de la hip6tesis inductiva. Por lo tanto, la sucesiéon a, esta

1 punto por afirmar que la sucesiéon estd acotada por 2.

1,5 puntos por verificar que a,.1 < 2 usando la hipétesis inductiva.

)
)
)
) 1 punto por usar el teorema de monétona y acotada y concluir que la sucesién es convergente.
)
) 1 punto por obtenter que L = 2 descartando L = —1.

5 5
Z 2_n o 2n—1
n=0 n=
y o0 )
1 1
>3 =2 3o
n=0 3” n=1 3”
tenemos

b) La serie es geométrica con r = 4x, por lo que es convergente si y solo |4x| < 1. Entonces la serie es

convergente si y solo si x es tal que

2] <

1

4



1
es decir, para x en <_Z’ Z) Para tales valores de x calculamos
EOO 4" = EOO (4o)" = ! .
1 —4zx
n=0 n=1

Asignacion de puntaje:
a) 0,5 puntos por separar la serie, justificando que cada serie por separado es convergente.
a) 1 punto por calcular cada serie geométrica (2 puntos total).

a) 0,5 puntos por el resultado correcto.

b
b

)
)
b) 1 punto por identificar que la serie es geométrica.
) 1 punto por indicar los valores de x para los cuales es convergente.
)

1 punto por calcular la serie.
= Agregar 1 punto base y colocar la nota en el cuadernillo respectivo.

6. a) Como

2
n(n+ 2) , n® +2n , 1+E
m -—,,— = 1lm —— X = hm _ =1
n—00 (n—|—3)2 n—00 n2—|—6n—|—9 n—00 6 9
e

la serie es divergente por la Prueba de la Divergencia.

2
b) Comparamos — con —. Notemos que, usando repetidas veces L’Hopital,

e n
72
’ I v .
lim & = Iim = = lim — =0
z—oo 1 z—o0 e z—o00 ¥
z2
por lo que
n2
, n
lim £ = 0.
n—oo ]-
n2

. 1 .
Como la serie ) 3 es convergente, pues es una serie p con p = 2 > 1, por el Teorema de Compa-

2
racién en el Limite ) —- s convergente.
e

Asignacion de puntaje:

a) 1 punto por calcular el limite.

a) 1 punto por mencionar la Prueba de la Divergencia.

a) 1 punto por concluir correctamente.

b) 0,5 puntos por pasar a la funcién con variable continua.
b) 1 punto por calcular correctamente el limite.

b) 0,5 puntos por mencionar que la series p es convergente.
b) 1 punto por concluir correctamente.



