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CALCULO 2 ? MAT1620

La siguiente interroga
i�on 
onsta de 5 preguntas. Dispone de 120 minutos para responderla.

1. a) Anali
e la 
onvergen
ia de la siguiente integral.

Z

1

2

dx

x

p

x

2

� 4

:

b) Sean a; b 2 R. Pruebe que si a > �1; b > a+ 1 enton
es la integral

Z

1

0

x

a

1 + x

b

dx;

es 
onvergente.

2. Considere la su
esi�on fa

n

g dada por

a

1

=

p

2; a

n+1

=

p

2 + a

n

; n � 2:

a) Demuestre por indu

i�on que la serie fa

n

g es 
re
iente.

b) Suponga que a

n

� 3 para todo n 2 N .Pruebe que fa

n

g es 
onvergente y 
al
ule l��m

n!1

a

n

.

3. a) Anali
e la 
onvergen
ia de la serie

1

X

n=2

1

n(ln(n))

3

:

b) Determine el valor de 
 2 R tal que

1

X

n=0

1

(1 + 
)

n

= 3:

1



4. Anali
e la 
onvergen
ia de las siguientes series

a)

1

X

n=1

3n

2

+ 3n+ 1

(n

2

+ n)

3

. b)

1

X

n=1

(�1)

n

p

n

1 + 2

p

n

:

5. En 
ada 
aso, determine si la a�rma
i�on es verdadera o falsa. Justi�que sus respuestas.

a) l��m

n!1

�

n

p

2

1+3n

+

10n

2

3n

3

+ n

sen(n

2

)

�

= 0:

b) Si

1

X

n=1

a

n

es 
onvergente, 
on a

n

6= 0, enton
es

1

X

n=1

1

a

n

es 
onvergente.


) Se tiene que

Z

1

1

xe

�x

dx =

2

e

:

2



UNA SOLUCI

�

ON

1. a) Para analizar la primera integral 
omenzamos notando que

Z

1

2

dx

x

p

x

2

� 4

=

Z

3

2

dx

x

p

x

2

� 4

+

Z

1

3

dx

x

p

x

2

� 4

:

Para la primera parte, 
onsideremos la fun
i�on g(x) =

1

p

x� 2

, 
uya respe
tiva integral, es 
onver-

gente para x 2 [2; 3℄. Se tiene que,

l��m

x!2

+

dx

x

p

x

2

� 4

g(x)

= l��m

x!2

+

1

x

p

x+ 2

=

1

4

;

por lo tanto, la primera parte es una integral 
onvergente.

A 
ontinua
i�on 
onsideremos la fun
i�on h(x) =

1

x

2

; 
uya respe
tiva integral es 
onvergente en [3;1).

Se tiene que

l��m

x!1

dx

x

p

x

2

� 4

h(x)

= 1;

luego, en virtud del 
riterio de 
ompara
i�on al l��mite, la segunda parte de la integral pedida es


onvergente.

De lo anterior se 
on
luye que la integral pedida es 
onvergente.

b) Para probar lo pedido 
omen
emos notando que si �1 < a < 0 la respe
tiva integral es de tipo I, es

de
ir

Z

1

0

dx

x

�a

(1 + x

b

)

+

Z

1

1

dx

x

�a

(1 + x

b

)

;

pero en este 
aso se tiene que 1 > �a > 0, luego la integral es 
onvergente. Por otro lado si a > 0

se debe revisar la 
onvergen
ia para x !1. En este 
aso, utilizando el 
riterio de 
ompara
i�on al

l��mite tenemos que,

l��m

x!1

x

a

1 + x

b

1

x

b�a

= 1;

es de
ir, las respe
tivas integrales de las fun
iones 
omparadas tienen el mismo 
omportamiento. En

parti
ular la fun
i�on h(x) =

1

x

b�a

es tal que su integral es 
onvergente solo si b� a > 1, 
on lo 
ual

se 
on
luye lo pedido.

Asigna
i�on de puntaje:

a) Asignar 0.5 puntos por separar los dos 
asos a analizar.

a) Asignar 1 punto por utilizar de manera 
orre
ta alg�un 
riterio, para determinar la 
onvergen
ia

de la primera integral.

a) Asignar 1 punto por utilizar de manera 
orre
ta alg�un 
riterio, para determinar de 
onvergen
ia

de la segunda integral.

a) Asignar 0.5 punto por 
on
luir de manera 
orre
ta la 
onvergen
ia de la integral dada.

a) En 
aso que se 
al
ule, mediante un 
ambio trigonom�etri
o, las integrales 
al
uladas de manera


orre
ta entregan un punto 
ada una mas 0.5 puntos por separar y 0.5 por 
on
luir.
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b) Asignar 1 punto por analizar de manera 
orre
ta el 
aso �1 < a < 0.

b) Asignar 0.5 punto por analizar el 
aso a > 0.

b) Asignar 1.5 puntos por analizar el 
aso a� b > 1 
omparando de manera ade
uada.

2. a) Consideremos la a�rma
i�on

P (n) : Para todo n 2 N ; a

n

� a

n+1

:

El 
aso base, a revisar 
orresponde a:

p

2 �

q

2 +

p

2;

lo 
ual es evidentemente 
ierto.

A 
ontinua
i�on supongamos que P (k) es verdadero para alg�un k 2 N y pro
edamos a probar P (k+1),

es de
ir debemos probar que

p

2 + a

k+1

�

p

2 + a

k+2

:

Para ello notamos que,

p

2 + a

k+1

=

q

2 +

p

2 + a

k

�

q

2 +

p

2 + a

k+1

=

p

2 + a

k+2

;

que era lo deseado. Se 
onluya del Primer Prin
ipio de Indu

i�on que la su
esi�on dada es 
re
iente.

b) Utilizando el he
ho que la su
esi�on dada esta a
otada por 3 y lo probado anteriormente, es 
re
iente,

el Teorema de las su
esiones monotonas nos permite 
onluir que la su
esi�on dada es 
onvergente.

Mas a�un si denotamos por L = l��m

n!1

a

n

, se tiene que

L = l��m

n!1

a

n

= l��m

n!1

a

n+1

=

p

2 + L:

es de
ir L satisfa
e la e
ua
i�on

L

2

� L + 2 = 0;

de donde o bien L = 2 o bien L = �1, este �ultimo valor no es posible, dado que la su
esi�on esta

formado solo por t�erminos positivos. Luego se 
on
luye que L = 2.

Asigna
i�on de puntaje:

a) Asignar 1 punto por plantear de manera 
orre
ta la a�rma
i�on a demostrar, junto 
on el 
aso

base.

a) Asignar 2 puntos por utlizar de manera 
orre
ta el paso indu
tivo para probar el 
re
imiento de

la su
esi�on.

b) Asignar 1.5 puntos por utilizar de manera 
orre
ta el Teorema de las Su
esiones Mon�otonas para


on
luir la 
onvergen
ia.

b) Asignar 1.5 puntos por 
al
ular de manera 
orre
ta el l��mite pedido.
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3. a) Para analizar la primera de las series dadas, utilizaremos el Criterio de la Integral, para ello 
onsi-

deramos la fun
i�on 
ontinua y de
re
iente a 
ero f(x) =

1

xln

3

(x)

y analizaremos la integral

Z

1

2

dx

x ln

3

(x)

:

Ha
iendo un 
ambio de variable y luego 
al
ulando el l��mite se tiene que

Z

1

2

dx

x ln

3

(x)

= l��m

r!1

�

1

2 ln

2

(r)

�

1

2 ln

2

(2)

�

;

de donde se puede veri�
ar que la integral dada es 
onvergente y por lo tanto que la serie tambien

lo es.

b) En primer re
ordemos que dada un serie geom�etri
a, de raz�on r < 1 sabemos que,

1

X

n=0

r

n

=

1

1� r

:

En nuestro 
aso, 
onsideremos 
 > 0 y por lo tanto

1

X

n=0

1

(1 + 
)

n

=

1

1�

1

1 + 


;

igualando al valor pedido,

1

1 +

1

1 + 


= 3;

se tiene que


 =

1

2

:

Asigna
i�on de puntaje:

a) Asignar 1 punto por veri�
ar las 
ondi
iones que permiten utilizar el 
riterio de la integral, es

de
ir por veri�
ar que la fun
i�on en 
uesti�on es 
ontinua, de
re
iente y que tiene a 
ero.

a) Asignar 1.5 puntos por veri�
ar la 
onvergen
ia de la integral en 
uesti�on.

a) Asignar 0.5 puntos por 
on
luir la 
onvergen
ia de la serie dada.

b) Asignar 1.5 puntos por re
ono
er y utilizar de manera 
orre
ta la respe
tiva serie geom�etri
a.

b) Asignar 1.5 puntos por 
al
ular de manera 
orre
ta el valor de 
 pedido.
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4. a) Para analizar la 
onvergen
ia de la primera serie, utlizaremos el 
riterio de 
ompara
i�on al l��mite,


on la serie 
onvergente de t�ermino general b

n

=

1

n

4

. Notamos que

l��m

n!1

3n

2

+ 3n+ 1

(n

2

+ n)

3

1

n

4

= 3:

Por lo tanto la serie pedida es 
onvergente.

b) Para la segunda serie, basta que notemos que

l��m

n!1

(�1)

n

p

n

1 + 2

p

n

= �

1

2

6= 0;

dependiendo si n = 2k o si n = 2k + 1. Luego la serie es divergente.

Asigna
i�on de puntaje:

a) Asignar 1.5 puntos por utilizar de manera 
orre
ta alg�un 
riterio para analizar la 
onvergen
ia.

a) Asignar 1.5 puntos por 
on
luir la 
onvergen
ia de la serie.

b) Asignar 1.5 puntos por utilizar de manera 
orre
ta alg�un 
riterio para analizar la 
onvergen
ia.

b) Asignar 1.5 puntos por 
on
luir la divergen
ia de la serie.

5. a) Falso, ya que el l��mite pedido es igual a 8.

b) Falso, ya que la serie de t�ermino general

1

a

n

es tal que l��m

n!1

1

a

n

=1 6= 0, dado que la serie original

al ser 
onvergente veri�
a que l��m

n!1

a

n

= 0. Tambien es v�alido 
onsiderar un 
ontraejemplo, por

ejemplo 
ualquier serie de la forma,

1

X

n=0

1

n

p

;


on p > 1.


) Falso, ya que el valor de la integral dada es 0.

Asigna
i�on de puntaje:

Cada pregunta tiene dos puntos. 1 punto por argumentar de manera 
orre
ta y punto por a�rmar

la falsedad en 
ada 
aso. El solo a�rmar que la pregunta es falsa no entrega puntaje.
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