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INTERROGACION 1
CALCULO 2 x MAT1620

La siguiente interrogacion consta de 5 preguntas. Dispone de 120 minutos para responderla.
1. a) Analice la convergencia de la siguiente integral.

/°° dz
o a2 —4

b) Sean a,b € R. Pruebe que si a > —1,b > a + 1 entonces la integral

o0 a
/ g
0 ]-+.Tb

es convergente.

2. Considere la sucesién {a, } dada por

alz\/i, pi1 =V2+a, n>2.

a) Demuestre por induccién que la serie {a,} es creciente.

b) Suponga que a, < 3 para todo n € N.Pruebe que {a,} es convergente y calcule lim a,,.
n— o0

3. a) Analice la convergencia de la serie

b) Determine el valor de ¢ € R tal que




4. Analice la convergencia de las siguientes series

~3n%+3n+1 = (-1)"/n
(P R TE )2

5. En cada caso, determine si la afirmacion es verdadera o falsa. Justifique sus respuestas.

i n 10n? 9
a) lim ( V21+3n 4 sen(n”) | = 0.

n—00 3n®+n
o0 o0 1
b) Si E a, es convergente, con a, # 0, entonces E — es convergente.
n=1 n=1 "

o 2
c¢) Se tiene que / ze “dr = —.
1 e



UNA SOLUCION

a) Para analizar la primera integral comenzamos notando que

/°° dx _/3 dz +/°° dx
2 ava?—4 o a2 -4 Sy zv/a? -4

Para la primera parte, consideremos la funcién g(z) = , cuya respectiva integral, es conver-

1
Vi —2

gente para x € [2, 3]. Se tiene que,

., aar?r—4 , 1 1
lim = lim —— = -

r—2t g(.’l?) =2t g/ + 2 47

por lo tanto, la primera parte es una integral convergente.

A continuacién consideremos la funcién h(z) = —;, cuya respectiva integral es convergente en [3, 00).
T

Se tiene que

dx
2 _
lfm EVEE =4
T—00 h(x)
luego, en virtud del criterio de comparacion al limite, la segunda parte de la integral pedida es

convergente.
De lo anterior se concluye que la integral pedida es convergente.

b) Para probar lo pedido comencemos notando que si —1 < a < 0 la respectiva integral es de tipo I, es

decir
/1 dx N /°° dx
o 714 ab) L oxTo(1+ ab)’

pero en este caso se tiene que 1 > —a > 0, luego la integral es convergente. Por otro lado si a > 0
se debe revisar la convergencia para x — co. En este caso, utilizando el criterio de comparacion al
limite tenemos que,

T
b
lim 145‘” —1,
Tr—r00
xb—a

es decir, las respectivas integrales de las funciones comparadas tienen el mismo comportamiento. En

particular la funcién h(z) = —— es tal que su integral es convergente solo si b —a > 1, con lo cual
=

se concluye lo pedido.

Asignacion de puntaje:

= a) Asignar 0.5 puntos por separar los dos casos a analizar.

= a) Asignar 1 punto por utilizar de manera correcta algin criterio, para determinar la convergencia
de la primera integral.

= a) Asignar 1 punto por utilizar de manera correcta algin criterio, para determinar de convergencia
de la segunda integral.

= a) Asignar 0.5 punto por concluir de manera correcta la convergencia de la integral dada.

= a) En caso que se calcule, mediante un cambio trigonométrico, las integrales calculadas de manera
correcta entregan un punto cada una mas 0.5 puntos por separar y 0.5 por concluir.



= b) Asignar 1 punto por analizar de manera correcta el caso —1 < a < 0.
= b) Asignar 0.5 punto por analizar el caso a > 0.

= b) Asignar 1.5 puntos por analizar el caso a — b > 1 comparando de manera adecuada.

a) Consideremos la afirmacion
P(n) : Para todo n € N, a, < a,41.

El caso base, a revisar corresponde a:
V2 <242,
lo cual es evidentemente cierto.

A continuacién supongamos que P(k) es verdadero para algin k € Ny procedamos a probar P(k+1),
es decir debemos probar que

V2 + ap < V2 + apo.

Para ello notamos que,

\/2+ak+1:\/2+\/2+ak§\/2+\/2+ak+1:\/2+ak+2:

que era lo deseado. Se conluya del Primer Principio de Induccién que la sucesion dada es creciente.

b) Utilizando el hecho que la sucesién dada esta acotada por 3 y lo probado anteriormente, es creciente,
el Teorema de las sucesiones monotonas nos permite conluir que la sucesién dada es convergente.
Mas aun si denotamos por L = lim,,_,, a,, se tiene que

L= lim a, = lim a,4+; = V2 + L.
n—00

n—00

es decir L satisface la ecuacion
L’ - L+2= 0,

de donde o bien L = 2 o bien L = —1, este ultimo valor no es posible, dado que la sucesién esta
formado solo por términos positivos. Luego se concluye que L = 2.

Asignacion de puntaje:
= a) Asignar 1 punto por plantear de manera correcta la afirmacién a demostrar, junto con el caso
base.

= a) Asignar 2 puntos por utlizar de manera correcta el paso inductivo para probar el crecimiento de
la sucesion.

= b) Asignar 1.5 puntos por utilizar de manera correcta el Teorema de las Sucesiones Mond6tonas para
concluir la convergencia.

= b) Asignar 1.5 puntos por calcular de manera correcta el limite pedido.



a)

Para analizar la primera de las series dadas, utilizaremos el Criterio de la Integral, para ello consi-

deramos la funcién continua y decreciente a cero f(x) y analizaremos la integral

- xln?(x)
/ < dx
o xln’(z)
Haciendo un cambio de variable y luego calculando el limite se tiene que

/°° dx —h’m( 11 )
o xlnd(z) oo \2In%(r)  2I0%(2))

de donde se puede verificar que la integral dada es convergente y por lo tanto que la serie tambien
lo es.

En primer recordemos que dada un serie geométrica, de razén r < 1 sabemos que,

- 1
Zr”zl_r.

n=0

En nuestro caso, consideremos ¢ > 0 y por lo tanto

It L7

n=0
1+ec
igualando al valor pedido,
1
1+ I~ >
1+¢
se tiene que
1
c=—.
2

Asignacion de puntaje:

a) Asignar 1 punto por verificar las condiciones que permiten utilizar el criterio de la integral, es
decir por verificar que la funcién en cuestion es continua, decreciente y que tiene a cero.

a) Asignar 1.5 puntos por verificar la convergencia de la integral en cuestidn.

a) Asignar 0.5 puntos por concluir la convergencia de la serie dada.

b) Asignar 1.5 puntos por reconocer y utilizar de manera correcta la respectiva serie geométrica.
)

b) Asignar 1.5 puntos por calcular de manera correcta el valor de ¢ pedido.



4. a) Para analizar la convergencia de la primera serie, utlizaremos el criterio de comparacion al limite,

. . 1
con la serie convergente de término general b, = — . Notamos que
n

3n? +3n+1
2 3
T G ) Y
n—r00 ]-
nt
Por lo tanto la serie pedida es convergente.
b) Para la segunda serie, basta que notemos que
—1)" 1
lim (=1)*v/n +-#0,

noo 14+ 2vm 2
dependiendo si n = 2k o si n = 2k + 1. Luego la serie es divergente.

Asignacion de puntaje:
= a) Asignar 1.5 puntos por utilizar de manera correcta algin criterio para analizar la convergencia.
" a)

= b)

)

= b) Asignar 1.5 puntos por concluir la divergencia de la serie.

Asignar 1.5 puntos por concluir la convergencia de la serie.

Asignar 1.5 puntos por utilizar de manera correcta algin criterio para analizar la convergencia.

5. a) Falso, ya que el limite pedido es igual a 8.

1 1
b) Falso, ya que la serie de término general — es tal que lim,,_,,, — = 00 # 0, dado que la serie original
a a

n (3
al ser convergente verifica que lim,,_,,, a,, = 0. Tambien es valido considerar un contraejemplo, por
ejemplo cualquier serie de la forma,

con p > 1.
c) Falso, ya que el valor de la integral dada es 0.
Asignacion de puntaje:

= Cada pregunta tiene dos puntos. 1 punto por argumentar de manera correcta y punto por afirmar
la falsedad en cada caso. El solo afirmar que la pregunta es falsa no entrega puntaje.



