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1. Evalie la integral /
& v :E2

Solucién. Observe que la integral es impropia de tipo I y II, entonces la separamos de la
siguiente manera:
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Ahora bien, observe que haciendo el cambio de variables x = 2 sec § tenemos dz/df = 2 sec § tan 6
por lo que la integral indefinida tiene primitiva
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Entonces, obtenemos que el valor de la integral es:
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Puntaje Pregunta 1

(i) 2 puntos por separar la integral como en (1).

(ii) 2 puntos por determinar la primitiva de /

xV 3:2

(iii) 2 puntos por calcular los limites y obtener el valor de la integral.



o
2. Suponga que a, >0y Z a, €s convergente.

n=1

a) Calcule el limite lim M.
n—o00 an,

o
b) Demuestre que Z In(1 + a,) es convergente.

n=1

Solucion.

(o]
a) Como E a, es convergente entonces lim a, = 0.
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Haciendo el cambio de variables © = a,, y usando la regla de L’Hospital vemos que
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b) Notemos que Y a, y > In(1+ a,) son series con términos positivos y

I In(1+ ay)

n—00 an

=1>0.

Como ) ay, es convergente entonces » In(1 + a,,) es convergente por la prueba de compa-

racién en el limite.

Puntaje Pregunta 2a)

(i) 1 punto por indicar que lima,, = 0.
(ii) 1 punto por realizar el cambio de variables x = ay,

(iii) 1 punto por calcular correctamente el limite usando la regla de L'Hospital.
Puntaje Pregunta 2b)
(i) 3 puntos por utilizar la prueba de comparacién en el limite, indicando las hipétesis de este

resultado:

1) Ambas series con términos positivos.
2) limay,/b, =1 > 0.
3) > a, convergente.

Descontar 1 punto por cada hipotesis no mencionada.



3. Sea (a,,) una sucesién tal que a,, # 0 para todo n € N.

o o
Demuestre que si g an converge entonces E — diverge.
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Solucién. Si E a, es convergente entonces lim a, = 0.
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Se sigue que lim — # 0 y luego Z — es divergente por la prueba de la divergencia.
n—00 Qy, a
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Puntaje Pregunta 3

(i) 6 puntos por usar correctamente el criterio de divergencia.

(ii) No otorgar puntaje si no se justifica correctamente que lim 1/a,, # 0.



4. Para cada una de las siguientes series, determine si ella es convergente o divergente:
o 2
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Solucion.
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a) Si f(x) gej—x entonces f'(z) = u

— < 0 para x > 2, por lo que f es una funcién
e
continua, positiva y decreciente en [3, +00) y aplicando la prueba de la integral
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obtenemos que la serie E —- es convergente.
e

n=3
Otra forma: Usar el criterio del cociente para mostrar que lim |a,+1/a,| = 1/e < 1.
b) Notemos que, para n > 3 se cumple
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Como la serie E — es convergente, usando el criterio de comparacion, se concluye que
n

>

nTL
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es convergente.

Puntaje Pregunta 4a)

(i) 1,5 puntos por verificar que la funcién f(z) es continua, positiva y decreciente para todo
x> 2.

(ii) 1,5 puntos por calcular la integral impropia y deducir que la serie es convergente.

Puntaje Pregunta 4b)

(i) 1,5 puntos por obtener una cota superior para n!/n'".

(ii) 1,5 puntos por utilizar el criterio de comparacién.



5. Para cada una de las siguientes series, determine si ella es convergente o divergente. En caso de
que la serie sea convergente, indique si la convergencia es absoluta o condicional:
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Solucion.

1
a) La sucesién a, = m es decreciente y lim an, = 0 luego usando el criterio de la serie
nin n—o00
o~ (=1
alternante, se concluye que E es convergente.
In(n)
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Ahora bien, para todo n € N se tiene In(n) < n entonces — < m para n > 2 y como
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E — es divergente, usando el criterio de comparacién, obtenemos que la serie E e
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b) Usando el criterio de la raiz, vemos que
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divergente. Por lo tanto, la serie E es condicionalmente convergente.
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entonces la serie es divergente.
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Puntaje Pregunta 5a)

(i) 1,5 puntos por verificar que la serie alternate es convergente.

(ii) 1,5 puntos por usar el criterio de comparacién para mostrar que la serie es condicional-
mente convergente.

Puntaje Pregunta 5b)

(i) 3 puntos por utilizar correctamente el criterio de la raiz.
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6. ;Para qué valores de p es convergente la serie Z n(l+ n2)p ?
n=1
Solucién. Observe que f(x) = z(1 + 2%)P es continua, positiva y es decreciente en el inter-
valo [1,+00) para todo p < —1/2.
En efecto, se tiene que

flx) =1+ 22)P +2pr?(1 4+ 22 = (1 +2*)P 1+ (1 +2p)2?] <0

paraz >1sil14+2p<0<=p<—1/2.
Entonces, usando el criterio integral
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Este tltimo limite existe y es finito si y s6lo sip+1 < 0 <= p < —1, luego la serie Z n(14n?)P
n=1

converge cuando p < —1.

Puntaje Pregunta 6)

(i) 2 puntos por verificar que la funcién f(z) es continua, positiva y decreciente.
(ii) 2 puntos por calcular la integral [ f(z) dx.

(iii) 2 puntos por determinar cuando el limite existe y concluir.
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7. Determine el radio de convergencia y el intervalo de convergencia de la serie Z n(a;i)
= not 1
_q)n
Solucién. Sea a, = n(xgi) Entonces
no+1
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Usando el criterio del cociente, la serie converge cuando |z — 4| < 1 y por lo tanto el radio de
convergencia es R = 1. Ademsds, |zt —4| < 1<= —1<zr—-4<1<=3<z <5
o

Ahora bien, si x = 3 entonces Z(—l)"

1 la cual es convergente por el criterio de las series
n=1

n
n3 +
alternantes.

[o.¢]
Si x = b5 obtenemos E T la cual es convergente por el criterio de comparaciéon ya que
n=1 ne+
n n
<

1
——— < — = —. Por lo tanto, el intervalo de convergencia es I = [3,5].
nd+1 "~ n3 n?

Puntaje Pregunta 7)

(i) 2 puntos por calcular correctamente el limite lim |ay,+1/an|.
(ii) 1 puntos por concluir que el radio de convergencia es R = 1.
(iii) 1 puntos por verificar la convergencia de la serie para x = 3.
(iv) 1 puntos por verificar la convergencia de la serie para = = 5.
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(v) 1 puntos por concluir que el intervalo de convergencia es I = [3,5].
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8. Exprese la funcién f(z) = R — como la suma de una serie de potencias usando primero
T4 —x —

fracciones parciales, y encuentre su radio de convergencia.

Solucién. Tenemos que

o) = 3 B 3 A n B
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de donde A =1y B = —1. Entonces, usando la serie geométrica obtenemos
1 1 1 1 1 o= /Z\" n
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Como hemos representado a f como la suma de dos series geométricas, la primera con radio de
convergencia R = 2 y la segunda con radio de convergencia R = 1, entonces la suma tiene radio
de convergencia R = 1.

Puntaje Pregunta 8)

(i) 2 puntos por determinar la descomposicién en fracciones parciales.
(ii) 3 puntos por obtener la representacién en serie para f

(ili) 1 puntos por concluir que el radio de convergencia es R = 1.



