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Pauta Interrogacién 1

°° 1
1. Evaliie la integral —— dx.
valie amegra/o VAT x

Solucién. Observe que la integral es impropia de tipo I y II, entonces la separamos de la siguiente

manera:

/00 dx _/1 dz +/°0 dx )
o Va(lt+z) Jo Vae(l+a) )i Va(l+a)

Ahora bien, observe que haciendo el cambio de variables u = y/z tenemos du/dx = 1/2+/x por lo
que la integral indefinida tiene primitiva

dx du
/m = 2/ 112 = 2arctan(u) + C = 2arctan(\/5) +C.

Entonces, obtenemos que el valor de la integral es:

/°° dx B /1 dx +/°° dx
o Ve(l+z)  Jo Ve(l+z) i Va(l+a)
= 11'm/1d7%4r lim /bdix
a0 ), Ve(l4x) b5t )y Vr(l+x)
1 b
= lim 2arctan(\/§)‘ + lim 2arctan(y/x)
a—0 a b—+oo 1
T T
= 2. 3+2(3- )

= 7.
Puntaje Pregunta 1

(i) 2 puntos por separar la integral como en (1).
dx

ii) 2 puntos por determinar la primitiva de | ————.

(i) 2 p P D / NCIE

(iii) 2 puntos por calcular los limites y obtener el valor de la integral.



2. La sucesién {a,} se define con a; =1y

1
pt1 =3 — — paran=>1. (2)
a

n

Se sabe que {a,} es mondtona creciente. Pruebe que {a,} es convergente y calcule su limite.

Solucién. La sucesién {a,} estd acotada superiormente por 3, es decir a,, < 3 para todo n € N.
Por induccién sobre n, para n = 1 la desigualdad es claramente valida. Supongamos que a; < 3y
demostremos que ap+1 < 3.

En efecto,

11 1 1 1 1
Gp<3=—=-<—=—= ——<—-=3-—<3—-=ap <3

<3.
3 ag ay 3 a 3

Wl

Por el principio de induccién, esto prueba que a,, < 3 para todo n € N.

Ahora bien, como la sucesién {a,} es mondtona creciente y acotada superiormente entonces la

sucesién es convergente, digamos a L = lim a,. Haciendo n — oo en (2) vemos que L satisface
n—oo

1 1+
L:3—Z:>L2:3L—1:>L2—3L+1:0:>L: 2\/57

1+5
7

pero L > 1 entonces L =

Puntaje Pregunta 2

(i

1 punto por verificar el caso n = 1 en la induccién.

(ii) 2 puntos por demostrar mediante induccién que la sucesién estd acotada.

)

)

(iii) 1 punto por concluir que la sucesién converge.

(iv) 1 punto por calcular los posibles valores de L.
)

(v) 1 punto por descartar el valor (1 —+/5)/2.



3. Para cada una de las siguientes series, determine si ella es convergente o divergente:

o0 o0 o
(In n n+n+1
)y Il o> Sl
n=1 n—1 n ne1 nd+n?2+1
Solucién.

a) Si f(z) = e " entonces f es continua, positiva y decreciente en el intervalo [1,+oo[. Luego,
aplicando el criterio integral obtenemos

[ b
e dr = lim [ e%dr=lim[-e = limle ! —e?]=¢""
1 b—oo Jq b—o0 b—o00

o0
y como la integral impropia es convergente se sigue que Z e~ " es convergente.
n=1
b) Para todo n € N, tenemos In(n'/*) < n'/%. Como In(n'/*) = 11n(n), se deduce que In(n) <

2

4n'/*. Elevando al cuadrado resulta (In(n))? < 16n'/? y dividiendo por n? resulta

(In(n))’ 1
S <165

~ (In(n))”

es convergente, por el criterio de comparacién la serie E 5
n

o) 2 =l
(ne)? _,

Como la serie E

€s
n3/2

convergente. Otra forma: usar el criterio integral para obtener que /
1 X

2
1 1
c) Sia, = _mantl y b, = —, entonces
6 2
n®+nc+1 n

. Gy . 34 n’4n ) 1+1/n+1/n?
Im — = llm ———— = lim
n—oo by, n—oo\/pb4n24+1  nooo /14 1/nt+1/nb

=1>0,

n?+n+1 o . . . ‘-
luego g dlverge por el criterio de comparacién al limite ya que la serie arménica

TV VS +nZ+ 1
Z — diverge.
n
n=1
Puntaje Pregunta 3a)

(i) 1 punto por verificar las hipdtesis del criterio integral

(ii) 1 punto por calcular la integral y concluir.
Puntaje Pregunta 3b)

(i) Si usan el criterio integral asignar puntaje como en el problema 3a)

(ii) Siusan el criterio de comparacién otorgar 2 puntos por obtener correctamente la desigualdad
y concluir.

Puntaje Pregunta 3c)

(i) 1 punto por elegir b, y calcular el limite

(ii) 1 punto por usar el criterio de comparacién y concluir.



o

4. Demuestre que si a,, > 0y lim na, # 0 entonces E a, diverge.
n—oo 1
n=

. . 1 . .
Solucién. Considere la sucesién b, = — entonces {b,} es una sucesién positiva. Notemos que,
n
Gn

T Sy

o0 o
. . . . . 1
En virtud del criterio de comparacién en el limite la divergencia de la serie arménica E b, = E —
n
n=1 n=1
o

implica la divergencia de g @, como queriamos mostrar.

n=1

Puntaje Pregunta 4

(i) 6 puntos por usar el correctamente el criterio de comparacién al limite, independientemente

si asumen que limite lim,,_,~, na,, existe o no.

(ii) No otorgar puntaje por argumentos sin justificacién como: Si lim na,, # 0 entonces lim a,, # 0.



5. Para cada una de las siguientes series, determine si ella es convergente o divergente:

> > Inn > \/_
a) » (- b) ) (—1)"—.
nz::l nz::l n Z 1 +2\/_

n=1

n

En caso de ser convergente, indique si dicha convergencia es absoluta o condicional.

Solucién.

n" n-n-----n ,oon" . . , —1)"n"
a) Note que — = ———— > n entonces lim — = oo lo cual implica que lim ——— no
n! 1-2.....n n—oo n! n—00 n!
n

existe. Luego la serie Z(—l)"ﬁ diverge.

n=1
In(z 1—In(x
b) Si f(z) = (z) entonces f'(r) = # < 0 para x > e, luego a, = f(n) es una sucesién
x x
decreciente para n > 3. Ademss,
1 1 1
lim ap = lim 2 g 2@ o, Ve
n—00 n—oo N T—00 T z—o0 1
. Llnn
Luego la serie Z(— —— es convergente por el criterio de la serie alternante. Por otro lado,
n
" In(n) 2. In(n)
la serie es condicionalmente converge ya que la serie Z (=" = Z es divergente
n n

n=1 n=1

In(z) )

aplicando el criterio integral a la funcién continua, positiva y decreciente f(z) = —;

__Vn
c) Seabn—1+2\/ﬁ

entonces

£0

lim b, = i 1 _ !

por lo que lim (—1)"b, no existe, luego la serie es divergente.
n—oo

Puntaje Pregunta 5a)

(i) 1 punto por justificar que el limite no existe.

(ii) 1 punto por concluir que la serie es divergente.
Puntaje Pregunta 5b)

(i) 1 punto por mostrar que la serie alternate es convergente.

(ii) 1 punto por justificar que la convergencia es condicional.
Puntaje Pregunta 5c)

(i) 1 punto por calcular el limite

(ii) 1 punto por concluir que la serie es divergente.



(n)* .
(kn)”

™. Entonces, aplicando el criterio de la razén vemos que

o
6. Sea k un entero positivo, fijo. Encuentre el radio de convergencia de la serie Z
n=1

(nh)*
(kn)!

Solucion. Sea a, =

Gn41
Qp

lim

n—oo

) (n+1)! b (kn)!
:7g&< n! 'wn+mﬂﬂ
_ Hm,<01+1ﬁ“>k, (kn)! ||
n—00 n! (kn+k)(kn+k—1)- (kn+ 1)(kn)!
— lim (n+1)* ||
n—oo (kn+k)(kn+k—1)- (kn+1)
:|ﬂﬁm[n+1.”+1.m.ﬁii]
n—oo |kn+1 kn+2 kn + k
_ ol | 1m n+1][ﬁm n+1]~{ﬁm ”+1}
_n%m)kn4—1 n—oo kn + 2 n—oo kn + k
(1 1 1
R

[1
~ bol |2]

El limite anterior es menor que 1 si y sélo |z| < k¥ y el radio de convergencia de la serie de potencias
es R = kF.

Puntaje Pregunta 6)

(i) 4 puntos por calcular correctamente lim |a,,+1/ay|.

(ii) 2 puntos por usar el criterio de la razén y obtener el radio de convergencia.



t
7. Exprese la integral indefinida / 15 dt como una serie de potencias. ;Cudl es su radio de con-
vergencia?

Solucion. Notemos que

" 1 oo 0o

_ _ 3\n __ 3n+1

1_t3_t'1_t3_tz(t) _Zt :
n=0 n=0

Integrando indefinidamente con respecto ¢ resulta:

t oo t3n+2
—dt = C
/1—t3 nz::o?erzJr ’

donde C es una constante. La serie 1/(1 — ¢3) converge para [t}| < 1 <= |t| < 1 y el radio de

convergencia es R = 1 y se sigue que la serie de t/(1 — ¢*) también tiene radio de convergencia
R=1.

Puntaje Pregunta 7)

(i) 2 puntos por usar la serie geometrica para obtener el desarrollo en serie de t/(1 — t3).
(ii) 2 puntos por calcular la integral indefinida

(iii) 2 puntos por justificar que el radio de convergencia es R = 1.



8. Determine la serie de Taylor de f(z) = cos(z) centrada en a = 7/3.

Solucion. Tenemos que

Se sigue que

o T T f// T T f/// T T

cos() = f(5)+1(5)(=-3)+ 2(13) (-5) 3$‘°’) (-3
T 2 T\ 4 \/_ T

= %[“%( 3 a3 - "F?g[—( -5+

00 . N\ 20 V[-<m . x

N %g(_l) %)l(”c_§>2 73;::(_ ) +1(2n:—1)!( 3

Puntaje Pregunta 8)

(i) 2 puntos por calcular las derivadas f y sus evaluaciones en 7/3
(ii) 2 puntos escribir el desarrollo en serie de Taylor.

(ili) 2 puntos por separar la serie en series de términos pares e impares.
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