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MAT1620 — CALcuLo II

SEMESTRE 1

PAUTA EXAMEN

Problema 1

Usando optimizacion, determine los puntos del plano tangente al cono de ecuacion 2% = x? +?
en el punto (3,4,5), que estan mas proximos al punto (4,2,0). Y calcule dicha distancia.

Una Solucion:
Notemos que el cono esté definido por la superficie de nivel: F(x,y,2) = 2? +y? — 22 = 0.
El gradiente de F' esta dado por: VF = (2z, 2y, —2z). Y al evaluarlo en el punto (3,4, 5),
se obtiene:

VF(3,4,5) = (6, 8, —10).

Asi, la ecuacion del plano tangente IT en (3,4, 5) es:

6(r—3)+8y—4)—10(z—5)=0 = 3x+4y—52=0.

Queremos minimizar la distancia desde un punto variable (x,y, z) del plano II hasta el
punto fijo (4,2,0). Minimizar la distancia es equivalente a minimizar su cuadrado:

fla,y,2) = (x— 4%+ (y — 2)* + 2,

sujeto a la restriccion: g(x,y,2) = 3z + 4y — 5z = 0.

Usando multiplicadores de Lagrange, buscamos puntos donde V f = AVg.
Vi=02(xz-4), 2(y —2), 22),

Vg = (3, 4, =5).

Estableciendo el sistema de ecuaciones resulta:

Calculamos los gradientes: {

2(x —4) = 3\, (1)
2Ay—2) =4\,  (2)
2 = —B), (3)
3r+4y—52=0. (4)

Despejamos z, ¥y, z en funciéon de \:

Tenemos: de (1), x =4+ %/\; de (2),y=2+2); de (3), 2z = _g)\‘
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Sustituimos en la restriccion (4):
3 5 9 25
3 <4+§)\> +4(2+42)) -5 (—ix) =0 = 124 A+8480+2A=0

9 16 25
= 20+(—+—+—>)\:0

2 2 2
50
= 20+25A =0
2
Ne 204
25 5
. . . 4 .
Determinamos puntos critico, sustituyendo A = —— en las expresiones:
( 3 3 4 12 6 20 6 14
reArgA T +2(5) 10 5°5 5 5
4 § 10 8 2
=242\ =242(—=|=2—<c=——-—=-=-
A Al G- 55 5 5
5 5 4 20
7 2 © 2(5) 10

5’5
Como f(x,y,z) > 0y es la distancia al cuadrado y la restriccion g(x,y, z) = 0 define un

plano, notemos que en este caso, el punto critico hallado mediante los multiplicadores de
Lagrange es tinico y corresponde a un minimo global.

14 2
Por lo tanto, el tinico punto critico es: (— 2).

14 2
El punto del plano tangente al cono en (3,4, 5) que estd mas proximo a (4,2, 0) es (E’ 5 2)

Y la distancia minima es:

14 2 2 2 36 64 100 200
d=1/(—= -4 Z_9 22 — [ 4 o [ /8 =2V2.
\/(5 >+(5 )+ 55 "5 T 25 25 VB=2v2
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Problema 2

a) Sea @ = [—1,1] x [-1,1]. Calcule
ry
——dA
//Q 1+22+92

1
b) Evalie la integral / (arctan(mz) — arctan(z))dz, usando que
0

1 1 T
/o (arctan(mx) — arctan(x))dx = /0 /x | —:y2 dy dz.

Una Solucién:

a) Por definicion la integral en cuestion se expresa como:

1 1
Y
-1 ,11+$ +y

Observe que el orden de integracion es irrelevante ya que estamos integrando en el pro-
ducto cartesiano del mismo intervalo ([—1, 1]) y para una funcion en que la participacion
de x e y es simétrica. Luego, como y es una constante desde la variable de integracion

x:
1 1
Y 2z
I = = —dxd
/_12/_1 Trazryr Y
Notemos la primitiva:

1:/ Tin(1 + 22 + 12 /
-1 2 1
b) Notar que
1
/0 (arctan(mx) — arctan(z /0 / 1+ sdydzx
s dady + / / —dxdy
- () [ () »
o \1+y?

In(2 + 32) — 1n(2+y2)} dy = 0

l\DI@
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Como,
1 y 1
y— 5 1 Y
T )ldy=1[1—— d
/0 (1+y2) ’ < 7T)/o (1+y2) ’
u=1+y? 1 (1 B l) 2 ldu
2 ) J1 u
_In(2) In(2)
2 2m
y
™ 1 _ Yy ™ 1 1 y
) dy = dy — — d
/1 (1+y2> / /1 (1+y2) ’ ﬂ/l (1 y) /
= arctan(7) — arctan(1 / > Y, w=1+1y>
T 1 1472 1
— arct = Zdu
arctan () 1 27r "
— _r_ 2 2y _
= arctan(m) 1 9. (ln(l + %) — In(2))
B m In(l+7%) In(2)
= arctan(m) — i o + o
se tiene en total que
! In(2 In(1 + 72
/ (arctan(mx) — arctan(z))dx = In(2) + arctan(w) — — — M
0 2 4 2T
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Problema 3

a) Sea R la region interior al circulo (z — 1)% + y* < 1. Calcule
/ Va2 +y?dA.
R

b) Sea f una funcion diferenciable tal que F(t / / f(2* + y* + 2*)dv dy dz, donde
R ={(z,y,2) € R? | 2% + y* + 22 < t?}. Determine F’(t) para todo t € R.

Una Solucién:

a) Observamos que la region es el disco de radio 1 centrado en (1,0). Transformamos a
coordenadas polares: x = rcosf, y = rsinf.

Por lo que la funcion se transforma en: f(6,r) =r.
La ecuacion de la region queda: (rcos — 1)? +r?sin?6 < 1.

Desarrollando,

r?2cos?0 — 2rcosf + 1+ r?sin?60 < 1. = > —2rcos <0 = r(r—2cosf) < 0.

Como r > 0, se obtiene: 0 < r < 2cosf .

IN
SS
IN

Para que el intervalo sea valido necesitamos: 2 cosf > 0, es decir,—

| N
o5

2cosf
Por lo tanto, la integral se escribe como: I = / r-rdrdf.
—7/2

Integramos primero respecto a r:

w/2 2cos /2 2 3 w/2 w/2
/ </ r? dr> df = / Md@ = §/ cos®0df = §/ cos 0(1 — sin® ) df
—7/2 0 —7/2 3 3 —7/2 3 —7/2

luego, usando la sustitucion v = sin 6, con du = cos 0df, se obtiene:

8 (! 8 u?
=2 0—®du="(u-L
3/_1( u”) du 3(u 3)

b) Tenemos que la regién de integracion es R = {(x,y,2) € R? : 22 + 9% + 22 < 2},

Notemos que para t > 0, usamos coordenadas esféricas:

x = p sin ¢ cosb, Yy = psing sinf, 2 = p cos ¢,
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con0<p<t, 0<op<m 0<6<2m.

Notemos que el jacobiano de la transformacion esta dado por:

sin¢g cosf p cos¢p cosf —p sing sinf
sing sinf pcosgsinf psing cosf | = p? sing
coS @ —p sin ¢ 0

t T 2m
Ademés, x? + y* + 2% = p?. Por tanto, F'(t) = / / / f(p?) p* sin¢ db do dp.
0o Jo Jo
Integrando con respecto a 6 y a ¢:
t T 2w t T o
Fo = [ [ [ s sinewasdo— [ [ s sino o " dods
0o Jo Jo 0 Jo
t . t
= QW/O f(p?) p* (= cos cb))o dp = 47?/ p*f(p%) dp.
0
Notemos que por el Teorema Fundamental del Calculo,

F'(t) =4 t?f(t*), t>0.

[¢]
Para t < 0, la esfera tiene radio |t|, lo que implica que F(t) = 47r/ p*f(p*) dp, luego
0
F'(t) = ant|t| f(£?),  t#0,
Para t = 0, se tiene F'(0) = 0.
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Criterios de correccion y asignacion de puntaje Pregunta 1

= CC1 (0.5 pts) por determinar correctamente el gradiente de F'.
= CC2 (0.5 pts) por determinar correctamente la ecuacion del plano tangente.

» CC3 (1.0 pts) por plantear correctamente el problema de optimizacion, explicitando la
funciéon a minimizar.

» CC4 (0.5 pts) por aplicar correctamente multiplicadores de Lagrange (Vf = AVg).
= CC5 (0.5 pts) por determinar correctamente el gradiente de la restriccion, (g).

» CC6 (0.5 pts) por establecer correctamente el sistema de ecuaciones.

» CCT7 (1.0 pts) por resolver correctamente el sistema de ecuaciones.

= CC8 (0.5 pts) por determinar correctamente el punto critico.

= CC9 (0.5 pts) por justificar correctamente el minimo absoluto y explicitar quien es.

» CC10 (0.5 pts) por calcular correctamente la distancia.

Criterios de correccion y asignacion de puntaje Pregunta 2

a) De la parte a)
LY
= CC2 (0.5 pts) por reconocer y utilizar correctamente la simetria (funcién impar en x o
en y sobre dominio simétrico).

1,1
= CC1 (0.5 pts) por plantear correctamente la integral doble: I = / / dx dy.
—1J-1

= CC3 (0.5 pts) por integrar correctamente con respecto a la primera variable.

= CC4 (0.5 pts) por evaluar correctamente con respecto a los limites de integracion de la
primera variable.

= CC5 (0.5 pts) por integrar correctamente con respecto a la segunda variable.

= CC6 (0.5 pts) por concluir correctamente que: I = 0.
b) De la parte b)
» CC7 (0.5 pts) por transformar /convertir correctamente la integral en una integral iterada

de la forma dxdy.

» CC8 (0.5 pts) por integrar correctamente la primera de las integrales de la region de
tipo IL

= CC9 (0.5 pts) por evaluar correctamente en los limites de integracion la primera de las
integrales de la region de tipo II.
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= CC10 (0.5 pts) por integrar correctamente la segunda de las integrales de la region de
tipo II.

» CC11 (0.5 pts) por evaluar correctamente en los limites de integracion la segunda de las
integrales de la region de tipo II.

= CC12 (0.5 pts) por hallar correctamente el valor correcto de la integral original.

Criterios de correccion y asignacion de puntaje Pregunta 3

a) De la parte a)

= CC1 (0.5 pts) por cambiar correctamente a coordenadas polares.

CC2 (0.5 pts) por determinar correctamente de la region 0 < r < 2cos 6.

CC3 (0.5 pts) por determinar correctamente el intervalo angular.

CC4 (0.5 pts) por integrar correctamente en r.

CC5 (0.5 pts) por calcular correctamente la integral respecto 6

» CC6 (0.5 pts) por obtener correctamente el valor de la integral correcto.
b) De la parte b)

= CC7 (0.5 pts) por escribir correctamente las coordenadas esféricas para ¢ > 0.

= CC8 (0.25 pts) por calcular correctamente el Jacobiano.

= CC9 (0.25 pts) por expresar correctamente los limites de integracion.

= CC10 (0.5 pts) por escribir correctamente la integral triple con el integrando f(p?)p? sin ¢.
= CC11 (0.25 pts) por integrar correctamente con respecto a 6.

= CC12 (0.25 pts) por integrar correctamente con respecto a ¢.

= CC13 (0.5 pts) por aplicar correctamente el Teorema Fundamental del Calculo, derivan-
do correctamente la integral y obteniendo F”(t).

» CC14 (0.3 pts) por considerar ¢t < 0 y determinar correctamente F’(t) = 4rt|t|f(1?).
= CC15 (0.2 pts) por considerar ¢t = 0 y determinar correctamente F’(0) = 0.
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