PoNTIFICIA UNIVERSIDAD CATOLICA DE CHILE
FACULTAD DE MATEMATICAS

MAT1620 — CALCULO 2

PRIMER SEMESTRE DE 2025

Pauta examen

Problema 1
Considere la funcién definida por f(x,y) = xye***, donde b # 0.

(a) (4pts) Determine los puntos criticos de f y clasifiquelos dependiendo del valor de b.

(b) (2pts) Considere el caso b = 2. Utilizando el método de los multiplicadores de Lagrange,
determine el punto donde se alcanza el valor maximo de f bajo la restriccion x +2y —1 = 0.
Puede asumir que el méximo existe de manera de poder utilizar el método.

Instruccion: debe obligatoriamente utilizar el método senalado para obtener puntaje, jus-
tificando su desarrollo.

Solucion

(a) Tenemos

folwy) = 0 [ye™™rayer™ = 0 [ e (ytay) = 0
fylz,y) = 0 et 4 brye®t = 0 et (x 4+ bry) = 0
Como e* ™% £ 0, el sistema anterior es equivalente a
ytaoy =0 fy(lt+z) =0
r+bry = 0 z(l+by) = 0.
Notemos que si y = 0 entonces t =0y que si 1 +z =0 entonces z = -1y y = —%.
De forma anéloga, si x = 0 entonces y =0y si 1 + by = 0 entonces y = —% yxr=—1.

Por lo tanto, f posee dos puntos criticos: P = (0,0) y P, = (—1, —%)

Notemos que f es 2 veces diferenciable, por ser un producto de funciones 2 veces difer-
enciables (polinomios y exponenciales lo son), asi que para clasificar los puntos criticos
P = (x9, o), debemos calcular el determinante de la matriz Hessiana de f, es decir,

D(x07y0): fm(xo,yo) fxy(xo,yo)

fym(ivmyo) fyy(xmy()) B fm(xmyo)fyy(xo,yo) B [fmy(lio’y())]z'

folzy) = % (y 4 xy)

Tenemos { fy(l',y) —  ertby (x—l—ba:y)
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Asi,

foo(z,y) = e (y+ zy) + yeo = ye"™(2+ )
foy(zoy) = be™ ™ (y+ay) + e (1+2) = by +1)(1+2)
fuo(@,y) = ™ (x+bay) + e (1 +by) = e*™(by +1)(1 + )
fo(T,y) = be®™™% (z + bry) + bre™ = bre”(2 + by).
Para P, = (0,0), se tiene
f24(0,0) = 1
fyy(0,0) =0
Asi, D(0,0) = ‘ ? (1) ‘ = —1 <0y por lo tanto P, = (0,0) es un punto silla de f.
Para P, = (—1, —%), se tiene
( 1
fel ) =
f(c1=h) = o
\ fyy (_17_%) T T2
Asi, D (1, -1y = | Z5 O |2 g Apa 1 signo d 1y 1
si, (— ,—3) =10 b | T a > (0. Analizamos el signo de f,, (— ,—5) =7

e Si b > 0, entonces f,, (—1,—%) < 0y por lo tanto P, = (—1,—%) es un punto de
maximo local de f.

e Si b < 0, entonces f,, (—1,—%) > 0 y por lo tanto P, = (—1,—%) es un punto de
minimo local de f.

(b) Para b = 2, tenemos que f(x,y) = xye® . Denotamos g(z,y) = = + 2y. Usando el
método de multiplicadores de Lagrange, buscamos todas las soluciones (x,y, A) del sistema
de ecuaciones

Vf(r,y) = AVg(z,y)

g(x,y) = 1.
Tenemos: ,
fo(z,y) = Aga(2,y) e (y+ay) = A
fo(zy) = Agy(z,y) & T (x + 2zy) = 2\
g(z,y) = 1 r+2y = 1
De la tercera ecuacién, sabemos que e**? = e # 0. Luego, combinando las primeras

dos ecuaciones deducimos que x = 2y. Finalmente, insertando esto en la tercera ecuacién
obtenemos xr = % ey = }l. Dado que por enunciado se puede asumir que el maximo existe,
por el método de los multiplicadores de Lagrange concluimos que el maximo se alcanza en

el punto P = (2, 4)
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Problema 2

(a) (3pts) Reescriba la siguiente suma de integrales iteradas

1 T 2 2—x
/ / sin(2y — y*)dydz + / / sin(2y — y*)dydz
o Jo 1 Jo

como una unica integral iterada en el orden de integracion inverso. Luego, calcule la integral.

(b) (3pts) Considere la integral, definida sobre todo el plano R?,
I= // e @ d 4 == lim // e~ (@) q A,
a—0o0
R? Da

donde D, = {(x,y) € R?: 22+ y* < a?} es el disco cerrado con radio a y centro en el origen.
Demuestre que I = 7.

Nota: este es un ejemplo de una integral impropia en R2.

Solucién

(a) Sean
0 = {(r,y) eR*:0<2<1A0<y<ux},
Q= {(r,y) eR?:1<2<2A0<y<2—1a},
Q = QlLJQQ.

Denotando f(x,y) = sin(2y — y?), tenemos que

//fxydyda:—l—/ 2xf:z:ydyd:zc—//facydydac—i—/ f(z,y)dydz

= / f(z,y)dydz.
Q

Graficando, observamos que

)

921 Qo
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de donde es facil ver que podemos escribir Q = {(z,y) e R?: 0<y<1Ay <z <2-—y}

De este modo, tenemos

1 2—y
// sin(2y — y*)dydx = // sin(2y — y*)dady = / / sin(2y — y*)dzdy
0 Jy
Q Q
1
= / sin(2y — y*)x
0

= /O sin(2y — y?)(2 — 2y)dy

r=2—y

dy

r=y

= —eon(zy— )|
= —cos(1) + cos(0)
= 1—cos(1).

(b) Para integrar la funcién f(z,y) = e~ @**+¥°) sobre D, utilizamos coordenadas polares. Ten-
emos que

x=rcos(f), y=rsind), dA=rdodr,
por lo que D, = {(r,0) : 0 <r <aA0<60<2r}y f(r,0) =e . Luego,

//f x,y)dA = / / " rdfdr = 27?/ erdr = —me | = (1 —e ).
0 r=0

Por lo tanto,

a—0o0 a—o0

I:lim//fxydA—hmﬂ(l—e ) =m.

Problema 3

1
(a) (3pts) Calcule / / —————dA, donde Q es la regién delimitada por las curvas z = —y3,
ys +

3 (x?’
xr =3y el eje x.
(b) (3pts) Utilizando una integral triple, muestre que el volumen de un cono de altura H y
radio R (ver figura) es smR*H.

Instruccion: debe obligatoriamente utilizar el método senalado para obtener puntaje, jus-
tificando su desarrollo.
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Solucion

(a) El grafico de la regién Q es

—27 +

por lo que podemos escribir la regién de la forma
Q={(z,y) eR?*:0< 2 <3A-2*<y<0}.

Luego,

1 50 1 37 1 >
1—dA:// l—ddx:—/— 5
4/3/3(:63—%1) 0 Joas ys(z3+1) ’ 2Jo (°+1) (y )

3 (3 22
_ 3 / T 4
2 Jo (#341)

1
=-3 In(z* + 1)

1

=0

(b) Fijamos el cono C' de forma que su proyeccién en el plano zy sea el disco centrado en el
origen con radio R (con el origen en el centro de la base del cono), mientras que su proyeccién
en el plano xz sea el tridngulo isésceles cuyo eje de simetria estd es el eje z. Afirmamos que

2 2
CZ{(%%Z):—RSxSR/\—\/mgyg\/WAogng<1_m>}_

R

En efecto, sea (x,y, z) un punto que pertenece al borde del cono con z > 0. Al intersectar
el plano que es perpendicular al plano xy y pasa por el origen y por el punto (x,y, z) con el
cono, y escribiendo r? = 22 + y2, tenemos
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Por el teorema de Tales, obtenemos la relacion

H H-=z

R r
y por lo tanto

2 1 .2
cen(i-D)—n (1o V2R
R R
de donde se sigue directamente la afirmacién.
Luego,
x +y

Ve "
Vol(C / dV = / / dzdydx
R271‘2
VRZ=22 2
Tt +y
= H — dydz.
/ / VRZ 12 ( R ) e
Para calcular esta integral utilizamos coordenadas polares

VRZ—z2 \/m R porm r
/ / p— < S ) dydxr = /0 /0 <1 — E) rd@dr
r

y por lo tanto Vol(C') = :wR?H.
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Asignacion de puntajes

Problema 1

(a) (i) (0.5 pts) Calcula correctamente las derivadas parciales f, y f,.
(ii) (0.2 pts) Impone que las derivadas parciales en los puntos criticos deben ser 0.

(iii) (0.3 pts) Usa que e** # 0, encontrando el sistema de ecuaciones y(1 +z) = 0y
z(1+by) = 0.
(iv) (0.5 pts) Resuelve el sistema encontrando los puntos criticos (0,0) y (=1, —3).
(v) (0.5 pts) Calcula correctamente las segundas derivadas parciales fou, foy ¥V fyy-
(vi) (0.3 pts) Calcula correctamente el signo del discrimante del Hessiano en el punto (0, 0).
(vii) (0.2 pts) Deduce a partir de lo anterior que (0,0) es un punto silla.
(viii) (0.3 pts) Calcula correctamente el signo del discrimante del Hessiano en el punto
<_17 _%)
(ix) (0.6 pts) Muestra que si b > 0 entonces f,,(—1,—3) < 0, y que si b < 0 entonces
feo(=1,—1) > 0.
(x) (0.3 pts) Muestra que si b > 0 entonces (—1, —3) es un punto de méximo local.
(xi) (0.3 pts) Muestra que si b < 0 entonces (—1, —3) es un punto de minimo local.
(b) (i) (0.8 pts) Encuentra correctamente el sistema de ecuaciones que resulta de aplicar el
método de los multiplicadores de Lagrange.
(ii) (0.8 pts) Resuelve correctamente el sistema, encontrando como tnica solucién (1, 1).
(iii) (0.4 pts) Deduce por la hipétesis del enunciado, que el método de los multiplicadores
de Lagrange implica que el punto (%, }L) maximiza la funciéon f bajo la restricciéon
r+2y—1=0.

Problema 2

(a) (i) (0.5 pts) Grafica correctamente la regién de integracion.

(ii) (0.5 pts) Escribe la regién de integracién como
Q={(z,y) eR*:0<y<INny<z<2-y}.

(iii) (0.5 pts) Reescribe la suma de integrales como una sola integral, utilizando lo anterior.
(iv) (0.3 pts) Calcula correctamente la integral con respecto a .
(v) (0.9 pts) Calcula correctamente la primitiva de sin(2y — y?)(2 — 2y).

(vi) (0.3 pts) Encuentra el valor correcto de la integral pedida, es decir, 1 — cos(1).

(b) (i) (1 pt) Escribe correctamente la integral sobre D, utilizando coordenadas polares.

(ii) (1.2 pts) Encuentra el valor correcto de la integral sobre D,, es decir, (1 — e~%").

(iii) (0.8 pts) Muestra que I = 7.
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Problema 3

(a) (i) (0.5 pts) Grafica correctamente la regién de integracién Q.

(ii) (0.5 pts) Escribe la regién de integracién como
Q={(z,y) eR*:0< 2 <3A—-2° <y <0}

(iii) (0.5 pts) Escribe correctamente la integral a calcular en términos de la parte anterior.

(iv) (0.5 pts) Calcula correctamente la integral con respecto a y.

22
341"

(v) (0.8 pts) Calcula correctamente la primitiva de
(vi) (0.2 pts) Encuentra el valor correcto de la integral sobre €2, es decir, —1 In(28).

(b) (i) (0.8 pts) Utiliza correctamente el teorema de Tales para calcular la ecuacién que
caracteriza el borde del cono para z > 0.

(ii) (0.4 pts) Utilizando lo anterior, describe correctamente el cono en coordenadas carte-
sianas.

(iii) (0.5 pts) Escribe el volumen del cono en términos de una integral triple.
(iv) (0.2 pts) Calcula correctamente la integral con respecto a z.
(v) (0.5 pts) Utiliza coordenadas polares para escribir la integral doble restante.

(vi) (0.6 pts) Encuentra que el volumen de un cono de altura H y radio R es 37 R*H.
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