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1. a) Determine la serie de potencias, centrada en z = 0, de la funcién

1 2
Solucién:
Sabemos que ixk = ; para x € (—1,1), por lo tanto
k:() 1 — T 7 9
1 o0 [ee]
= )t = Y
k=0 k=0
y

Distribucion de puntajes:

- (1 punto) por determinar la serie de el
T

2

—x

- (1 punto) por determinar la serie de f(x).

- (1 punto) por determinar la serie de

b) Use el inciso a) para determinar la serie de Maclaurin de la funcién

indicando el radio de convergencia de la serie.
Solucién:

Observe que
14+

9(z) zln((Q_x>2) = In(1+2) — 2In(2 — )




por lo tanto

J@) = o g = D () ()
k=0
luego
. k kN k N S (e VA I
(z) = (=1)"+(2)7)a" = (=1)"+(2)7)a" = T+
0= >/ >

g(x) _ —111(4) + Z ((_1) a ;_ (2)_ +1)CL’I€.

k=1
Del inciso anterior tenemos que el intervalo de convergencia de la serie de n es (—1,1),
x
por otra parte, la serie de converge si — € (—1, 1), es decir, para x € (—2,2), por

1—x/2 2
lo tanto el intervalo de convergencia de la funcién f es (—1,1).
Distribucion de puntajes:

0.5 puntos) por determinar ¢'(x).

1 punto) por integrar correctamente la serie. .

0.5 puntos) por determinar el intervalo de convergencia.

(
(
(0.5 puntos) por determinar el valor de Cj.
(
(

0.5 puntos) por la justificacién determinar el intervalo de convergencia.
2. Demuestre que cualquier funcion de la forma
z=f(x+ at) + g(z — at)
es una solucion a la ecuacion de onda

0?2z 0%
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Solucion:

Seau=1x+ atyv=ux—at, de esta forma

0z 0z Ou 0dg Ov (8f 89)
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luego



por otra parte tenemos que

luego

por lo tanto

0: 0z u
or Ou Ox Ov Ox

dx?
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Distribucién de puntajes:

- (0.5 punto) por determinar férmula para

- (0.5) por determinar —

0
- (0.5 punto) por determinar férmula para—z )

- (1 punto) por concluir que satisface la ecuacién.

3. Determine los valores maximos y minimos absolutos de f(x,y) =z +y — 2y en D donde D es
la regién triangular cerrada con vértices en (0,0),(0,2) y

Solucion:

Para encontrar el maximo absoluto y el minimo absoluto, partiremos buscando los puntos
criticos en el interior del tridngulo, para esto derivamos f(x,y) respecto de = y y, obteniedno

que

igualando a cero para encontrar los puntos criticos

(0.5) por determinar Ou

(0.5) por determinar o
T

ot

v

: determi —
(0.5) por determinar o

l—y=0y 1—-2=0 = z=1,y=1.
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(1 punto) por determinar férmula para —

ot?

o algo equivalente.
o algo equivalente.
o algo equivalente.

o algo equivalente.
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(1 punto) por determinar férmula para—

ot?
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4.

obtenemos que el tnico punto critico en el interior de D es (1,1).
Ahora estudiamos los bordes del tridngulo,

Borde 1={(z,0) : 0 < z < 4}, la funcién restringida a ese borde es f(z
por lo tanto en este borde los puntos criticos a estudiar son (0,0) y (4,

(
4
Borde 2={(0,y) : 0 < y < 2}, la funcién restringida a ese borde es f(z
por lo tanto en este borde los puntos criticos a estudiar son (0,0) y (0,

)=z4+0—2-0=ux,

Y
0).
Yy) =0+y—0-y =y,
2).

1
Borde 3:{ (a:, —5% + 2) 0<zr < 4}, la funcién restringida a ese borde es la

1 3
funcién f(z,y) =z — sz +2 -z (—30+2) = §x2 - §x+2,

derivando respecto a x tenemos que

L )
dr \ 2 2 o207

3
al igualar a cero obtenemos que x = 5 € (0,4), de esta forma

L L(3),, 5
Y=75\3 7

por lo tanto en este borde los puntos criticos a estudiar en este borde son <§, Z) ,(0,2) y

(4,0).

35 7
Evaluando tenemos que f(0,0) = 0, f(1,1) = 1, f(0,2) = 2, f(4,0) =4y f 301/ = g por
lo tanto el méximo es 4 y el minimo es 0.

Distribucién de puntajes:

1 punto) por determinar que (1,1) es el tnico punto critico en el interior .

1 punto) por determinar los puntos criticos de borde 1.

(
(
(1 punto) por determinar los puntos criticos de borde 2.
(
(

)
)
)
1 punto) por determinar los puntos criticos de borde 3.
1 punto) por concluir que 2 es el minimo.

)

- (1 punto) por concluir que 4 es el maximo.

a) Considere la region triangular D cuyos vértices son (0,0), (0,2) y (2,2).

/ / cos(y?)dA

como integral iterada de tipo I y como integral iterada de tipo II. Determine el valor de
la integral.

Escriba la integral doble



Solucién: Un esbozo de la regiéon D facilita la determinacién de los limites de integracién.
2

1 2
Como integral de tipo I:

// cos(y?)dA = /02 /: cos(y*)dydz

y como integral de tipo II:

[ costyran - /0 2 /0 " cos(y?)dudy

Esta tltima la podemos calcular haciendo una sustitucién u = y? en el segundo paso:

2 Y 2
//cos(yQ)dxdy:/ y cos(y?)dy
0o Jo 0
1 4
25/0 cos(u)du
sen(4)
2

Distribucion de puntajes:

- (1 punto) por escribirla como integral de tipo I .

)
)
- (1 punto) por calcular correctamente la integral.

3 V9—x?
b) Calcule/ / sen(z? + y*)dy dx.
-3Jo

Solucion:

- (1 punto) por escribirla como integral de tipo II.

Usamos coordenadas polares para determinar la regién de integracion, esto corresponde a
{(r,0) : 0 <r <3,0<0 <}, de esta forma la integral es:

3 V9—x? T r3 3
/ / sen(x® + y*)dy dx = / / sen(r®)rdrdf = 7'('/ sen(r®)rdr
-3.Jo o Jo 0

para resolver esta tltima integral hacemos u = 72, tenemos que du = 2rdr obteniendo que

/03 sen(r?)rdr = % /09 sen(u)du = {_% COSW)]




por lo tanto tenemos que

3 V9—x?
/ / sen(z” + y°)dy dr =
-3Jo

Distribucion de puntajes:

(1 —cos(9)).

b |

0.5 punto) por describir la regién en coordenadas polares.

0.5 punto) por enunciar correctamente la integral en coordenadas polares.

1 punto) por calcular correctamente la primera integral.

(
(
(
(

1 punto) por calcular correctamente la segunda integral.

J[[ v

sabiendo que E es la regién que se encuentra entre las esferas de ecuaciones 22 + 92 +22 =9y
22+ y? + 22 = 4 y sobre el plano z = 0.

5. Calcule

Solucion:

Al cambiar a coordenadas esféricas tenemos que
r = psingcos, y=psingsin€, z= pcosa,

con

dV = p*sinpdpde db.

De lo anterior tenemos que la region F esta limitada por:
T

2<p<3, 0§¢§2,

0<6<2m.

por lo tanto la integral queda

2 pmw/2 3
///de:/ / / (pcos @) - p*singdpde db.
E o Jo 2
Observamos que

2 pw/2 3 2w w/2 3
/ / / (pcos¢)-p25m¢dpd¢d9:/ d@-/ cos¢sin¢d¢-/ 0 dp.
o Jo 2 0 0 2

lo que nos permite simplificar calculando cada uno por separado, al calcular la integral en

21
/ 1d6 = 2.
0

variable 6, tenemos que:



La integral respecto a la variable ¢ es

w/2
/ cos ¢ sin ¢ do.
0

para calcularla usaremos la identidad sin(2¢) = 2 sin ¢ cos ¢, obteniendo que

/2 1 w/2 1 1 w/2 11
in¢de = - in(20) dé. = ~ | —= cos(2 — =~ [cos(0)—
/0 cos ¢ sin ¢ do 2/0 sin(2¢) d¢ 5 [ 2Cos( qb)L 5 2[005( )—cos(m)]

Ahora, la ultima integral en la variable p queda

/33d_p43_34 2 81 16 65
e [ R

multiplicando los resultados obtenemos que

oo (3)-(5) -2

Distribucién de puntajes:

1 punto) por describir la regién en coordenadas esféricas.

1 punto) por plantear correctamente la integral en coordenadas esféricas.

)
)
)
)
)
)

por calcular correctamente la primera integral.

1 punto

por calcular correctamente la segunda integral.

1 punto

1 punto) por calcular correctamente la tercera integral.

(
(
(
(
(
(

1 punto) por resultado final.



