FACULTAD DE MATEMATICAS
PONTIFICIA UNIVERSIDAD CATOLICA DE CHILE

MAT1620 % Calculo 2
Examen Pauta

El examen tiene 5 preguntas, todas con el mismo puntaje. Durante el examen no hay
consultas.

1. Determine si la integral impropia

1
a? + — dx, donde a > 0

Vx

es convergente o divergente.

Solucién:

Para x > 0 tenemos a? + % > a?, luego si a > 0 tenemos
a’ + L >+a?=a (2puntos)
Vx
Por lo tanto, multiplicando por i a ambos lados

L+ L5 2 puntos)
@ N puntos

, o a . . . .z .
Y asf, como | 1 ;dx es divergente, por el criterio de comparacion, podemos concluir

que la integral impropia dada es divergente (2 puntos).

Descuentos de puntaje y observaciones:

1 punto por cada justificacién de las desigualdades que no esté presente.
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2. Demuestre que el limite a continuacién no existe
24,2

) X"y
lim ———
(xy)-(0,0) x3 + y3
Solucion.

Sea y = mx, entonces

x%y? x%(m?x?) xm?
B+y? B+mixd 1+md — 0, cuando (x,y) — (0,0) (2 puntos)
Ahora sea y = —xe*, entonces
x2y2 _x4-er erx

1

17 x—xie e -3 cuando (x,y) — (0,0)
El limite anterior se obtiene usando regla de L’Hopital

. xe* CeP(2x+1) 1

e 1T AN T 3 3

Por lo tanto, al obtener dos resultados distintos por trayectorias diferentes, el limite

(2 puntos)

no existe (2 puntos).

Descuentos de puntaje y observaciones.

La primera trayectoria puede ser cualquier recta que pase por el origen,
por ejemplo y = 2x.

Si usa otra trayectoria que no sea la exponencial para obtener otro limite
también es correcto.

Si la conclusién es correcta pero los limites estan mal calculados no se

asigna puntaje.
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3. Sea f(x,y) = x? + 2y% + 2x. Encuentre el valor minimo y el maximo de f, sobre
el circulo x% + y? < 16.

Solucién

Primero debemos obtener los puntos en el interior del circulo donde Vf = 0 y luego

buscar el maximo y minimo en la circunferencia x* + y? = 16 (1 punto)

o Vf=(2x+24y),asi Vf =0 en el punto (=1,0). (1 punto)
e Para los puntos criticos en la circunferencia x? 4+ y? =16 usamos
multiplicadores de Lagrange y obtenemos el sistema
2x+2=2\x, 4y =2y, x*+y? =16 (1 punto)
La segunda ecuaciéon nos entrega los casos y =00A =0
o Siy =0, de la ultima ecuacion se obtiene x = +4. (1 punto)
o Si A = 2, la primera ecuacién nos entrega x = 1 y la tltima
y = +V15. (1 punto)
Finalmente calculamos los valores de la funcién en todos los puntos

obtenidos:
(x,y) f(x,y)
(—1,0) —1
(4,0 24
(=4,0) 8
(1, +V15) 33

Por lo tanto, el minimo de f es —1 y el méximo es 33. (1 punto)
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4. Evalte la integral [f], g X dV, donde R es el solido encerrado por los planos

coordenados y el plano x + 2y + z = 4.

Solucion.

* (1 punto)
En el tridngulo de la base, para 0 <y < 2, tenemos 0 < x <4 — 2y. Ademas,
dados x e y, tenemos 0 < z < 4 — x + 2y. Asi

2 42y (r4—x-2y
fff xdV = f f f x dzdxdy (3 puntos)
R o Jo 0

2 ~4-2y
=f.f x(4 —x — 2y)dxdy
0 Jo
2 ~4-2y
:.f J~ 4x — x? — 2xydxdy
0 Jo
2 1
~ [ -2 (2-54-2)-y)ay
0
—j2(4 2 )2(2 ! )
= . y 3 33’ y
4 2
=§j(2—Yde
0

16
=3 (2 puntos)

Descuentos de puntaje y observaciones.
No hay puntaje por calcular integrales con los limites de integracién
mal definidos.

Se asigna 1 punto por cada limite de integracion bien definido.
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5. Sea Q el solido encerrado por z = /3x%2 + 3y2 y z = /4 — x? — y2.
Solucién.

a. Haga un bosquejo de la region Q.

(1.5 puntos)
b. Plantee una integral triple en coordenadas rectangulares que permita calcular

el volumen de @ (jno calcule la integral!).

Vi-x2 . J4-x2-
.’:U 1dV = 4f f f 1dzdydx (1.5 puntos)
3x2+3y2

También puede ser sin usar simetria
1 V1-xZ \fa-x2-
.’:U 1dV = f f f 1 dz dy dx (1.5 puntos)
o} -1 J1-x2 J\[3x243y2

c. Plantee una integral triple en coordenadas cilindricas que permita calcular el

volumen de Q (jno calcule la integral!).

fff 1dV = 4[ f f . rzrdzdrde (1.5 puntos)

También puede ser sin usar simetria
2 1 V412
fff 1dV = f f f rdzdr df(1.5puntos)
Q o Yo JV3r

d. Plantee una integral triple en coordenadas esféricas que permita calcular el

volumen de Q (jno calcule la mtegral')

jﬂ 1dV = fmf Jp sengdp d¢ db (1.5 puntos)

Descuentos de puntaje y observaciones.
Descontar 1 punto por intentar calcular la integral.

Se asigna 0.5 punto por cada limite de integracion bien definido.



