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1. a)

b)

MAT1620 % Calculo 2
Solucion Examen

*© Vab + 323 + b

Determine si la integral impropia / dx es convergente o divergente.
0

rt 422+ 1
o0
. . . —n2 .
Determine si la serie E nte™™ es convergente o divergente.
n=1

Solucién 1:

a)

Notemos que para z > 1:

Vb + 323 + bz \/:1:5 + 323 +5r V2P + 355+ 515 3Vab 1
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Luego, dado que / \/—_3 dx es convergente, concluimos por el criterio de comparacién
x

54+ 32345
que / T ST % dz también converge.
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Va5 + 323 + B
x4+ a2 41
converge (por ser la integral definida de una funcién continua).

*© Vad + 323 + 5x

Por otra parte, notamos que / dx no es impropia y, por lo tanto,
0

Finalmente, concluimos que / dx es convergente.
0
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Luego, por el criterio de la razon, la serie es absolutamente convergente.



Solucién 2:

a)

Vad + 323 + bx 1
P g(x) = N Claramente, f(z) y g(x) son
continuas y positivas para x > 1. Ademads, tenemos que:
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Consideremos f(x) =

o
Luego, dado que / —— dx es convergente, concluimos por el criterio de comparacion
1

N

Vad + 313 4+ bx »

dz también converge.

¥+ a?+1

Vad + 3x3 + bx
xt+ a2+ 1

converge (por ser la integral definida de una funcién continua).

e.)
en el limite que /
1
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Por otra parte, notamos que / dx no es impropia y, por lo tanto,
0
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Finalmente, concluimos que / dz es convergente.
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Consideremos a,, = — ¥ b, = —- Notemos que:
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Luego, dado que E — es convergente, concluimos por el criterio de comparacion en el
n
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limite que g nte™ también converge.
n=1



a) Demuestre que no existe

2,,2
lim
()00 3 +y

usando las trayectorias y = x e y = —xe” para acercarse al punto (0,0).

b) Sea S la superficie definida por la ecuacién:
3z + 2%y* +sen(yz) +3=0

Encuentre una ecuacién del plano tangente a S en el punto (—1,0, 3).

Solucion:

a) Si consideramos la trayectoria y = x, obtenemos que:

%9 o a%a? oot oz
m ———=lm—-——=lm_—=1m_=0
(z,)—(0,0) ° + ¥y =0 2° 4+ x z—0 21 =0 2
Por otra parte, al considerar la trayectoria y = —xe”, tenemos que:
22y 2 (—xe)? ) 2
1 34 .3 3 ;= lm — 3
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Luego, dado que obtuvimos valores distintos para estas trayectorias, concluimos que el
limite no existe.

b) Sea F(x,y,z) = 232 + 2%y* + sen(yz) + 3. Notemos que:

F(z,y,2) = 32%2 + 229° F.(-1,0,3) =9
F,(z,y,2) = 22°y + 2 cos(yz) F,(-1,0,3) =3
F.(x,y,2) = 2° + y cos(yz) F.(-1,0,3) = —1

Luego, una ecuacién del plano tangente a la superficie S en el punto (—1,0, 3) es:

I9x+1)+3y—(2—3)=0
9r+3y—2+12=0



3.

a) Sea f(x,y) = xy(2z + 4y + 1). Encuentre y clasifique los punos criticos de f como
maximo relativo, minimo relativo o punto silla.
b) Encuentre el punto de la esfera 22 + y* + 2% = 14 donde f(z,y,2) = 3z — 2y + 2 alcanza
su maximo valor.
Solucion:

a) Derivando parcialmente obtenemos:
felz,y) =y2r+4y + 1) + 2zy = y(do + 4y + 1)
fu(x,y) =22r +4y+ 1) + 4oy = (20 + 8y + 1)
Notamos que existen 4 combinaciones para que (f;, f,) = (0,0):

o y =0,z =0. De donde obtenemos el punto P; = (0,0).
1
o y=0, (2 +8y+ 1) =0. De donde obtenemos el punto P, = (—5, 0).

1
o (4r +4y+1) =0, z = 0. De donde obtenemos el punto P; = <O, _4_1>

1 1
o (4z+4y+1) =0, (2z+8y+1) = 0. De donde obtenemos el punto P, = <_67 _E>

Las derivadas parciales de segundo orden de f son:

feal,y) = 4y
fay(z,y) =42+ 8y +1
fya(z,y) =42+ 8y +1
fyy(@,y) =8

Veamos ahora que:
o D(P))=0-0-(1)2=—1< 0y entonces P, es un punto silla.
o D(P)=0-(—4) — (—1)> = —1 < 0 y entonces P, es un punto silla.
o D(P;)=(-1)-0—(=1)>=—1 < 0 y entonces P3 es un punto silla.
o D(Py) = (-3)-(—3) — (%)2 =3 >0, fou(P1) = —3 <0y entonces en P4 hay un
maximo local.

b) Queremos encontrar el maximo de la funcién f(z,y, z) = 2x — 2y + 2z con la restriccion
g(z,y,2) = 22 + y* + 2% = 14. Usando el método de los multiplicadores de Lagrange,
debemos resolver el sistema:

3 = 2x\ (1)
) = 29\ (2)
1 = 2z (3)
Pyt 422 = 14 (4)
3 1
De (1), (2) y (3) es claro que A # 0 y entonces podemos escribir z = ST
1
z = o\ Luego, al reemplazar en (4) y resolver, obtenemos que A\ = i§. De esta manera,

tenemos dos puntos candidatos a extremos de la funcién f, estos son P, = (3,—2,1) y
Py, = (—3,2,—1). Evaluando, obtenemos que f(P) =14y f(P) = —14. Por lo tanto,
la funcién alcanza su maximo valor en el punto P; y dicho valor es f(P;) = 14.



4. a) Determine la constante ¢ € R de modo que / / crydA =1, donde D es el trapezoide

de vértices (0,0), (0,1), (1,1) y (2,0).
b) Sea R la regién en el primer cuadrante acotada por las circunferencias de ecuaciones

2 +y? =4y 2® +y* =2z Calcule //di.

Solucion:

a) El trapezoide D se ve como la siguiente region:

(0,1) (1,1)

y=2—-zx

(0,0) (2,0)

Si consideramos a D como una regién de tipo II tenemos que:

//cxydA—c// vy dady = /< )Py dy

c 4 1 11c
S T dy=S(2--4+-) =25
2/0 Y-y ydy 2( 3+4> 24

24

Luego, el valor de ¢ buscado es ¢ = 1

Por otra parte, si consideramos a D como una regién de tipo I tenemos que:

//cxydA—c(//xydydm+// xydydm)

1 16 2 1 11c
=c|l-4+4——4+2—-14-—=
C(4+ 3" 3 8) 24
24
Luego, el valor de ¢ buscado es ¢ = 1



b) La regién R es:

Luego, usando coordenadas polares, tenemos que:

3 2 3 93 =2
//a:dA :/ / rcos(0) r drdf :/ — cos(#) do
0 2 cos(0) 0 3 r=2cos(0)
R
8 [? 4
== cos(#) — cos™ () db
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=_-—- 1 + 2cos(26) 4 cos“(260) db
33/,
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) Escriba la integral triple / / / f(z,y,2) dedydz como una integral de la forma

// f(z,y, z)dxdzdy.

) Calcule utilizando una integral triple en coordenadas esféricas, el volumen de la region:

Solucion:

a) Notamos que en el plano Y Z tenemos la siguiente region:

z=1

y=0

Luego:
1 z 1 1 1 1
|| ] tewadsaya:= [ [ [ see) deazay
o Jo Jy2? 0 Jy Jy?

b) Una integral triple en coordenadas esféricas para el volumen de la region es:

- /02 /T% /12 p’sen () dpdfdyp
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