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MAT1620 ★ Cálculo 2 

Examen 

1.  
a) Sean 𝑓(𝑥) y 𝑔(𝑥) funciones, donde: 

 

• 
1

𝑥2
≤ 𝑔(𝑥) para 0 < 𝑥 <

1

2
 

• 𝑔(𝑥) ≤
1

𝑥2
 para 1 < 𝑥 

• 
1

𝑥2
≤ 𝑓(𝑥) para 1 < 𝑥  

 

 

Usando el criterio de comparación, comparando entre 𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥) o 
1

𝑥2
 usando solo la 

información dada (¡sin suponer que 𝑓(𝑥) o 𝑔(𝑥) son alguna función conocida!), 
determine si las siguientes integrales impropias son convergentes, divergentes o si no es 
posible decidir la convergencia o divergencia de la integral. 

a. ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
∞

1
  

b. ∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥
∞

1
 

c. ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
1

0
 

d. ∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥
1

0
 

Solución: 

a. No es posible decidir la convergencia o divergencia. 

b. Es convergente por criterio de comparación, ya que 𝑔(𝑥) ≤
1

𝑥2
 para 1 < 𝑥  

y ∫
1

𝑥2
 𝑑𝑥

∞

1
 es convergente. 

c. No es posible decidir la convergencia o divergencia. 

d. Es divergente, aplicando criterio de comparación con 
1

𝑥2
 (a partir de las 

desigualdades o del gráfico)  
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b) Demuestre que el siguiente límite no existe 

lim
(𝑥,𝑦)→(1,1)

𝑥 + 2𝑦 − 3

𝑥 + 𝑦 − 2
 

 
Solución: 
 
Por la trayectoria tomando 𝑥 = 1, 𝑦 → 1 tenemos: 

lim
𝑦→1

1 + 2𝑦 − 3

1 + 𝑦 − 2
= lim

𝑦→1

2𝑦 − 2

𝑦 − 1
= lim

𝑦→1

2(𝑦 − 1)

𝑦 − 1
= lim

𝑦→1
 2 = 2 

 
Por la trayectoria tomando 𝑦 = 1, 𝑥 → 1 tenemos: 

lim
𝑥→1

𝑥 + 2(1) − 3

𝑥 + 1 − 2
= lim

𝑥→1

𝑥 − 1

𝑥 − 1
= lim

𝑥→1
1 = 1 

 
Así, el límite no existe porque los límites obtenidos por dos trayectorias diferentes 
no son iguales. 
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2. Sea  
S = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3| 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 1} 

 
Si la temperatura en un punto (𝑥, 𝑦, 𝑧) de S es 𝑇(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 40𝑥𝑦2𝑧, use el método 
de los multiplicadores de Lagrange y determine la temperatura máxima y mínima 
sobre S. 
 
Solución: 
Para aplicar el método de los multiplicadores de Lagrange, debemos resolver el 
sistema: 

{
 ∇T(x, y, z) = λ∇g(x, y, z)

𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0
 

 
Donde 𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 − 1. 

{
 ∇T(x, y, z) = λ∇g(x, y, z)

𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0
↔

{
 

 
40𝑦2𝑧 = λ2𝑥
80𝑥𝑦𝑧 = λ2𝑦

40𝑥𝑦2 = λ2𝑧

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 − 1 = 0

 

Multiplicamos la primera ecuación por 𝑥, la segunda por 𝑦/2 y la tercera por 𝑧 y 
obtenemos: 

{

40𝑥𝑦2𝑧 = 𝜆2𝑥2

40𝑥𝑦2𝑧 = 𝜆𝑦2

40𝑥𝑦2𝑧 = 𝜆2𝑧2
 

 
De donde, igualando, se tiene: 
 

2𝑥2λ = 𝑦2λ = 2𝑧2λ 
 
Ahora: 

• Si λ = 0, entonces 40𝑦2𝑧 = 80𝑥𝑦𝑧 = 40𝑥𝑦2 = 0, lo cual solo es posible si 
alguno de 𝑥, 𝑦, 𝑧 es igual a cero y por lo tanto 𝑇(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0. 

• Si λ ≠ 0, entonces: 
2𝑥2 = 𝑦2 = 2𝑧2 → 1 = 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 𝑥2 + 2𝑥2 + 𝑥2 = 4𝑥2 

→ 𝑥 = ± 
1

2
,  𝑦2 =

1

2
,  𝑧 = ±

1

2
 

→ 𝑇(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 40 (± 
1

2
) ∙
1

2
∙ (±

1

2
) = ±5 

 Por lo tanto, la temperatura máxima es +5 y la mínima es −5. 

3.  
a) Sea  
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𝐼 = ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝐴 = ∫ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦
√𝑦

1/𝑦

+∫ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦
√𝑦

𝑦/2

4

√2

√2

1𝑅

 

a. Haga un bosquejo de la región 𝑅. 
b. Reescriba la integral 𝐼 cambiando el orden de integración. 
c. Calcule la integral 𝐼, cuando 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥/𝑦. 

 
Solución: 
a. Bosquejo de la región. 

 
b. Reescribiendo la integral tenemos: 

𝐼 = ∫ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥 +
2𝑥

1/𝑥

1

1/√2

∫ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥
2𝑥

𝑥2

2

1

 

 c. Cuando 𝑓(𝑥, 𝑦) =
𝑥

𝑦
 

𝐼 = ∫ ∫
𝑥

𝑦
𝑑𝑥𝑑𝑦

√𝑦

1/𝑦

+∫ ∫
𝑥

𝑦
𝑑𝑥𝑑𝑦

√𝑦

𝑦/2

4

√2

√2

1

 

= ∫
1

𝑦
[
𝑦

2
−

1

2𝑦2
] 𝑑𝑦 + ∫

1

𝑦
[
𝑦

2
−

1

2𝑦2
] 𝑑𝑦

4

√2

√2

1

 

= [
𝑦

2
+

1

4𝑦2
]
1

√2

+ [
𝑦

2
−
𝑦2

16
]
√2

4

 

=
1

√2
+
1

8
−
1

2
−
1

4
+ 2 − 1 −

1

√2
+
1

8
 

=
1

2
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b) Use coordenadas polares para evaluar la integral ∬ (𝑥2 + 𝑦2)𝑑𝑥𝑑𝑦
𝑇

 donde 𝑇 es el 

triángulo con vértices (0,0), (1,0) y (1,1). 

Solución: 

En coordenadas polares el triángulo con vértices (0,0), (1,0) y (1,1) tiene lados θ =

0, θ =
π

4
 y 𝑟 =

1

cosθ
, que corresponde al lado 𝑥 = 1. 

∬(𝑥2 + 𝑦2)𝑑𝑥𝑑𝑦

𝑇

= ∫ ∫ 𝑟2 ⋅ 𝑟𝑑𝑟𝑑θ

1
cosθ

0

π
4

0

 

= ∫
𝑟4

4
|
0

1
cosθ

𝑑θ

π
4

0

=
1

4
∫ sec4 θ 𝑑θ =

1

4
∫ sec2 θ (1 + tan2 θ)𝑑θ

π
4

0

π
4

0

 

=
1

4
(tan θ+

tan3 θ

3
|
0

π

4
), haciendo la sustitución 𝑢 = tan θ 

=
1

4
(1 +

1

3
) =

1

3
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4.  

a)   Sea 𝐼 =∭ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑉
𝐸

 donde E es el tetraedro con vértices (−1,0,0), (0,0,0),  

(0,0,3) y (0, −2,0). 
a. Haga un bosquejo de la región tridimensional E. 

b. Escriba la integral 𝐼 en la forma ∭ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑧𝑑𝑦𝑑𝑥
𝐸

  

c. Escriba la integral 𝐼 en la forma ∭ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑦𝑑𝑥𝑑𝑧
𝐸

  

Solución: 

a. Bosquejo de la región E 

 

b. La ecuación del plano que contiene a los tres vértices se puede escribir de la forma 
𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 = 1 (ya que no contiene al origen). Luego:  

𝑎(0) + 𝑏(0) + 𝑐(3) = 1 → 𝑐 =
1

3
 

𝑎(0) + 𝑏(−2) + 𝑐(0) = 1 → 𝑏 = −
1

2
 

𝑎(−1) + 𝑏(0) + 𝑐(0) = 1 → 𝑎 = −1 
Y así la ecuación del plano que contiene a los tres puntos es  

−𝑥 −
1

2
𝑦 +

1

3
𝑧 = 1 

Por lo tanto, 𝐸 se puede escribir como: 

𝐸 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧): 𝑥 ≤ 0, 𝑦 ≤ 0, 𝑧 ≥ 0,−𝑥 −
1

2
𝑦 +

1

3
𝑧 ≤ 1} 
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Para escribir la integral 𝐼 en la forma ∭ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑧𝑑𝑦𝑑𝑥
𝐸

, debemos mirar la proyección 

𝐸𝑥 en el plano 𝑦𝑧 con −1 < 𝑥 < 0: 

 
De donde obtenemos: 

𝐼 = ∫ ∫ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑧𝑑𝑦𝑑𝑥
3(1+𝑥+

𝑦
2
)

0

0

−2(1+𝑥)

0

−1

 

 

c. Para escribir la integral I en la forma ∭ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑦𝑑𝑥𝑑𝑧
𝐸

, debemos mirar la 

proyección 𝐸𝑧 en el plano 𝑥𝑦 con 0 < 𝑧 < 3: 

 

De donde obtenemos: 

𝐼 = ∫ ∫ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑦𝑑𝑥𝑑𝑧
0

−2(1+𝑥−
𝑧
3
)

0

−1(1−
𝑧
3
)

3

0
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b) Sea 𝐼 = ∭ 𝑥𝑧𝑑𝑉
𝐸

 donde 𝐸 es el octavo de la esfera 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 ≤ 1 con  

𝑥, 𝑦, 𝑧 ≥ 0. 
a. Exprese 𝐼 como una integral triple en coordenadas esféricas. 
b. Exprese 𝐼 como una integral triple en coordenadas cilíndricas. 

 

Solución:  

a. En coordenadas esféricas: 
 

𝐼 = ∫ ∫ ∫ (𝜌𝑠𝑒𝑛𝜑 𝑐𝑜𝑠 𝜃)(𝜌 𝑐𝑜𝑠 𝜑)
1

0

π
2

0

π
2

0

𝜌2𝑠𝑒𝑛 𝜑𝑑𝜌𝑑𝜃𝑑𝜑 

 
b. En coordenadas cilíndricas: 

𝐼 = ∫ ∫ ∫ 𝑟𝑧 cos 𝜃
√1−𝑟2

0

1

0

𝜋
2

0

 𝑟𝑑𝑧𝑑𝑟𝑑𝜃 

 

Fin. 


