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1. Analice la convergencia de la siguiente integral impropia.
/ o dz
o aVr?—4

2. a) Determine la convergencia de la siguiente serie ntimerica.
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n>0

b) Encuentre una representacién en serie de potencias para la funcién

1
(1+z)>

flz) =
Determine el respectivo radio de convergencia.

3. Siz= f(x,y) con x =rcos(f),y = sen(f) calcule

% 0%z
09’ orod’

4. Encuentre los puntos sobre la superficie zy?z® = 2 que son los mas cercanos al origen.

5. Calcule el volumen del sélido que se encuentra dentro de la esfera 22 +y? + 22 =16y
fuera del cilindro 22 + y? = 4.



6. Calcule la siguiente integral

42
dydz.
/o/ﬁ1+yg Y
///(x+2y)dV
E

donde E es la regién encerrada por y = 2% y los planos z = z,z = y,2 = 0.

J )]

donde E es la regién que se encuentra entre las esferas 22 +y? 422 = 1,22 +y>+ 22 = 4
en el primer octante.

7. Calcule

8. Calcule



UNA SOLUCION.

1. Para analizar la convergencia de la integral pedida comenzamos notando que

/°° dz _/7 dz +/°° dzx
» w1 b1 ) w1

Para la primera integral, compararemos la funcién dada con la funcién g(z) = ,

im @) _ 1 1

migl+ g(l‘) —migl+ v r + 2 - 4

Por lo tanto el comportamiento de las respectivas integrales impropias es el mismo y

Ccomo -
/ dx
)
2 T — 2

es convergente se tiene que la primera parte es una integral convergente.

Para la segunda integral, comparamos con la funcién g(z) = — - Se tiene en este caso,
x

Mm — =1

z—00 /2 — 4 !

por lo tanto nuevamente ambas integrales tienen el mismo comportamiento.

Finalmente se concluye que la integral dada es convergente.
Asignacion de puntaje:

= Asignar 1 puntos por separar en las dos integrales a calcular.

= Asignar 1 punto por utilizar, de manera correcta, algin criterio de comparacién
en la primera integral.

= Asignar 1 punto por concluir de manera correcta la convergencia de la primera
integral.

= Asignar 1 punto por utilizar, de manera correcta, algin criterio de comparacién
en la segunda integral.

= Asignar 1 punto por concluir de manera correcta la convergencia de la segunda
integral.

= Asignar 1 punto por concluir la convergencia de la integral pedida.



2. a) Para analizar la convergencia de la serie dada, consideremos la funcién f(z) =
ze ) la cual es decreciente (f'(x) < 0) y claramente continua, luego por el
Criterio de la Integral, nos basta analizar la convergencia de la integral

& 2
/ ze ¥ dx.
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Para esto notamos que

Por lo tanto la serie dada es convergente.

b) Recordamos que para |z| < 1 se tiene

1 n, .n
1+:B:Z(_1) v

n>0

luego derivando dentro del intervalo de convergencia se tiene que

1 1
tar > (1) na

n>0

o de manera equivalente

1 n n—
m = Z(—].) +17’LZI§' 1, |Zl§'| < 1.
n>1

Asignacion de puntaje:

= a) Asignar 2 puntos por la correcta aplicacién de un criterio de para analizar
la convergencia de la serie dada.

= a) Asignar 1 punto por concluir que la serie es convergente. (La conclusion se
debe desprender del andlisis previo).

= b) Asignar 1 punto por utilizar la serie geométrica respectiva.
= b) Asignar 1 punto por derivar de manera correcta.
= b) Asignar 1 punto por obtener la serie pedida con el radio respectivo.

3. Comencemos calculando 8_;

z
% = fme + fyy€7

lo cual es equivalente a:

0z

55 = fe(=rsen(0)) + fy(rcos(0)).
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Para la segunda derivada parcial

807029 = (foa®r+ fayyr)(—rsen(0))+ fo(—sen(8)) + ( fyexr+ fyyyr) (7 cos(0))+ f, (cos(8)),

o de manera equivalente

= fux(—7 cos(0) sen(8))— fu, (1 sen?(0))+ fyur cos®(8)+ f,, (1 cos(0) sen(6) — f..(sen(6))+ £, (cos(8)).

Asignacion de puntaje:

= Asignar 2 puntos por el correcto calculo de la primera derivada pedida.

= Asignar 2 puntos por la correcta utlizacién de la regla de la cadena en el calculo
de la segunda derivada parcial.

= Asignar 2 puntos por llegar a la derivada pedida. Descontar 0,5 por cada error de
signo o numerico en caso de estar bien el desarrollo pero no llegar a la expresion
pedida.

. La funcién que determina la distancia de un punto (z, y, z) al origen (0, 0,0) es \/22 + y? + z2.
Consideraremos su cuadrado, es decir debemos resolver el siguiente problema

Mina® + y* + 22, sujeto a zy?2® = 2.

Las condiciones de Lagrange son en este caso, junto con la condicién dada por la
restriccion:

20 = \y?2?

2y = 2 \yxz®

2z = 3y’ 2>
xy?2® = 2.

Al resolver encontramos las siguientes soluciones

(wg, V3, %)

Pero sélo el punto

1

V3
pertenece a la superficie dada. Este punto es el punto sobre la superficie mas cercano
al origen.
Asignacion de puntaje:



a) Asignar 2 puntos por plantear de manera correcta el sistema que da cuenta de la
respectiva condicién de Lagrange.

b) Asignar 2.5 puntos por resolver de manera correcta el sistema.

c¢) Asignar 1,5 puntos por encontrar el puntos pedido.

5. Denotamos por V' el volumen pedido, calcularemos V; el volumen para z > 0. Se tiene,
usando coordenadas polares,

21 4
V, = / / V16 — r2r drd6.
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al calcular esta integral obtenemos
V. = 167V3,

por lo tanto el volumen pedido es V = 327+/3.
Asignacion de puntaje:

= Entregar 3 puntos por la correcta utilizacion de algiin método que permita calcular
el volumen respectivo (coordenadas cartesanas, coordenadas polares. etc.)

= Entregar 3 puntos por calcular el volumen de manera correcta. Descontar 0.5 por
cada error nimerico.

6. Para calcular la integral pedida, cambiaremos el orden de integracion, es decir, la region
de integracion dada se puede describir como

Ve <y <2
0<z<4

Tambien puede describirse de la siguiente manera,

0<z <y
0<y<2.

Con lo cual la integral puede rescribirse como

2 y2 1 2 2 1
Y
dxdy = dy = = In(9).
/0/01+y3xy /ol+y3y 3n()

7. Comencemos revisando los respectivos bordes de integracion

0<z<z
ngygx
0<zxr<I1.



Con lo cual la integral pedida resulta ser,

1 T T 9
/ / / (x + 2y) dzdyde = —.
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Asignacion de puntaje:

= Entregar 2.5 puntos por la descripcion correcta de la region de integracion.
= Entregar 2 puntos por el calculo de la integral triple.

= Entregar 1.5 puntos por determinar de manera correcta el valor pedido.

. Para calcular la integral pedida utilizaremos coordenadas ésfericas, con lo cual nuestra
integral puede escribirse como sigue,

w/2 pm/2 2 157
/ / / (1 cos(p))r?sen(y) drdfdy = —.
o Jo i 16

Asignacion de puntaje:

Asignar 2.5 puntos por la descripcién correcta de la region de integracion.

Asignar 1 punto por la inclusién correcta del Jacobiano.

Asignar 1.5 puntos por el calculo de la integral triple.

Entregar 1 puntos por determinar de manera correcta el valor pedido.



