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Soluciéon Examen
4
1. Demostrar que la sucesién a,, = / (In(x))" dx diverge.
3

Solucién. Como la funcién In(x) es creciente, entonces

4
0<1-(In(3))" < /3 (In(x))" dx

para todo n € N. Como lim (In(3))" = oo ya que In(3) > 1 concluimos, por comparacién, que {a,} es
n—oo

divergente.

Puntaje Pregunta 1.

» 1 punto por utilizar que la funcién In(x) es creciente.
(In(3))™ < (In(x))™ para todo z € [3,4].
(In(3))" < ay,.

1 punto por obtener la desigualdad 0 <
<

1 punto por integrar y conlcuir que 0

1 punto por verificar que lim (In(3))" = oc.
n—oo

2 puntos por usar comparacion y concluir que la serie a,, diverge.



()

2. Si k es un entero positivo, encuentre el radio de convergencia de la serie Z ( k‘n)‘x
n=0 ’
nl)k
Solucién. Si a,, = ——2z", entonces
(kn)!
lfm Gp41 _ [(n )] ( ) ‘ ’ . (Tl + k)k ‘x’
n—oo | ay, n—>oo (n)E[k(n + 1)) n—>oo (kn+k)(kn+k—1)--- (kn+ 2)(kn + 1)

[ (n+1) (n+1) (n—i—l)]m
A\ e+ 1) Gen+2) (e )
[

o] e (0] e 0]
= <k> lz| <1

Se sigue que si |z| < k¥ entonces la serie es absolutamente convergente, y el radio de convergencia es
R = kF.

’fL—)OO

Puntaje Pregunta 2.

» 4 puntos por calcular correctamente lim |a,t1/ay|.

= 2 puntos por usar el criterio de la razén y obtener el radio de convergencia.



3. Calcule el volumen de la caja rectangular més grande en el primer octante con tres caras en los planos
coordenados y un vértice en el plano = + 2y + 3z = 6.

Solucién. Sean f(z,y,z2) = xyz, g(z,y,2) = x + 2y + 3=z.
Usando multiplicadores de Lagrange, queremos maximizar f sujeto a la restriccién g(x,y,z) = 6.

Basta resolver el sistema Vf = AVyg lo que equivale a (yz,zz,zy) = (A, 2\, 3X).
2

_ 1., _1 ; i — S
Entonces, A = yz = 5rz = gzy implica que , z = 3y .

Sustituyendo estos valores en la restriccién se obtiene que

2
204+ 2y4+2y=6—=y=1, =2, z:§.

4
y el volumen maximo es V = 3"

Puntaje Pregunta 3.

= 2 puntos por plantear el sistema Vf = AVg.
= 3 puntos por resolver el sistema.

= 1 puntos por mostrar el valor méximo.



4. Calcular / / sel;(ac) dA donde D es el tridngulo en el plano XY acotado por el eje X, la recta y = =
D

y la recta z = 1.

Solucién. Notemos que la regién estd dada por

D={(z,y) eR?|0<z<1, 0<y<z}.

// ser;(ﬂ:) JA — /01 /Or Senw(g:) dydz — /01 ene) o — 1 —cos(1).
D

Entonces,

Puntaje Pregunta 4.

= 3 puntos por describir el dominio.

= 3 puntos por calcular la integral.



5. La figura muestra la regién de integracion para la integral

1 1 pl—y
/ / / fx,y, z) dzdydz .
o JyzJo

Reescriba esta integral como una integral iterada equivalente en los 6rdenes dzdydz.

Solucién. Tenemos que

/01 /\/15 /01—yf(:v,y,z) dzdydr = /ja//f($’y’z) av |

donde F = {(z,y,2) e R} |0< 2 <1, Vr<y<1, 0<2z<1-y} Laproyeccién de E sobre el
plano Y Z es

Se sigue que E = {(z,y,2) eR3|0<2<1, 0<y<1—2, 0<2<y?}yporlo tanto

1 pl 1—y 1 pl—z py?
/ / / f(x,y, z) dzdydz = / / / f(x,y,z) dedydz .
0o JyzJo 0o Jo 0

Puntaje Pregunta 5.

= 2 puntos por describir el intervalo de la variable x
= 2 puntos por describir el intervalo de la variable y

= 2 puntos por describir el intervalo de la variable z



6. Calcular

///\/x2+z2dv
E
donde E es la regién acotada por el cilindro 2 + 22 = 1 y los planos y + z = 2, y = 0.

Solucion. Geométricamente el sélido es

I
\Ay -1 (J 1 X
S K{_ i
La figura del lado derecho corresponde a la proyeccién R del sélido E en el plano X Z entonces

1:///\/dez// [/Oz_zmdy] dA:// 22 + 22(2 — 2) dA

Usando coordenadas polares y = rcosf y z = rsen @ se obtiene que

2 2
I = / / (2 —rsenf) - rdrd@—/ / 2r2 — r3sen 6) drdf
2T 4
B 245 7 B 1 4
= /0 [37" —ZsenH]TZO dH—/O [3 4sen@] df = 3

Puntaje Pregunta 6.

= 2 puntos por describir la regién la regién E
= 1 punto por calcular f02_z Va2 + 22 dy
= 1 puntos por usar coordenadas polares.

= 2 puntos por calcular la integral doble sobre R.



7. Considere el sélido encerrado entre los paraboloides z = 22 + 2, z = (22 +4?) y que estd debajo del

— 1
cono z = \/z? + y2. Calcule el volumen del sélido.

Solucién. La proyeccién del sélido sobre el plano Y Z es la regién

1,2
z Z:y2 Z_Zy z:‘/y2

Usando coordenadas cilindricas las ecuaciones de las superficies quedan

y z=V2i+yi=r.

Entonces, el sélido queda descrito como la unién de dos sélidos E = Fq U Es donde

1, 2/ r?}
4, r?/ r}.

1
smt gt =it s (P ) =

1
4

r z

E, = {(r6,2)]|0
Ey, = {(r6,2)]0

Por lo tanto, el volumen del sélido es

2 1 pr? o2 4 pr
V(E) = / / / r dzdrdf + / / / r dzdrdd = §ﬂ- + Eﬂ _ %W‘
0 Jo Jr2/4 0o J1 Jr2/a 8 8 2

o<2m, 0 4
p<or, 1 4

NN
NN
NN
NN
NN

NN

T, r z

Puntaje Pregunta 7.

= 3 puntos por el solido £ como la union de dos sélidos Fq y Es.

= 3 puntos por calcular las dos integrales triples.



y
8. Calcule //ﬁ dzdy, donde E = {(z,y) ER? |z > 0,2 <y <1,y >1/2—x}.
E
[Sugerencia: Considere = + y = u, y = uv]

Solucién. Considere = +y = wu, y = wuwv, despejando obtenemos que * = u —y = u — uv.
Utilizando el teorema de cambio de variable con T'(u,v) = (u — uv,uv) se obtiene que el Jacobiano de
T es

Ty Ty 1—v —u

Yu Yo

=(1l-vut+w=u.
v u

Entonces, el teorema afirma que

[ 1w sty = [[ 170l dudo
E E*

donde E* es la regién del plano uv determinada por T-1(FE) = E*.

Y y==x v \\
A s A \
/ \
y=1/2-= E e 7! ERN
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Como u > 0 en la regiéon E* se tiene

// v ed //f(T( )|u| dud /1 /Uu w dud
— aAX = u,v u uav = ve uav
g (x +y)? Y s 1/2J1/2

1
= / (e—e”/z)dv:le—el/2+261/4.
1/2 2

Puntaje Pregunta 8

1,5 puntos por dar el cambio de variables y calcular el jacobiano de la transformacién.

1,5 puntos establecer la regiones E y E* y sus graficos.

1 punto por utilizar correctamente el teorema de cambio de variables.

2 puntos por calcular correctamente la integral doble.



