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Solución Examen

1. Muestre convergencia o divergencia

a)

∫ ∞

1

2 + sen(x)√
x

dx b)

∫ ∞

1

1√
1 + x4

dx

Solución.

a) Tenemos que para todo x ∈ [1,+∞[ se cumplen las siguientes desigualdaddes

−1 6 sen(x) 6 1 ⇐⇒ 1 6 2 + sen(x)⇐⇒ 1√
x
6

2 + sen(x)√
x

.

Como

∫ ∞

1

dx√
x
es divergente, por el criterio de comparación, se sigue que

∫ ∞

1

2 + sen(x)√
x

dx

es divergente.

b) Para todo x ∈ [1,+∞[ se tiene que

x4
6 1 + x4 ⇐⇒ x2

6
√
1 + x4 ⇐⇒ 1√

1 + x4
6

1

x2
.

Como

∫ ∞

1

dx

x2
es convergente, por el criterio de comparación, se sigue que

∫ ∞

1

1√
1 + x4

dx

es convergente.

Puntaje Pregunta 1.

3 puntos por utilizar correctamente el teorema de comparación y concluir que la integral

impropia a) es divergente.

3 puntos por utilizar correctamente el teorema de comparación y concluir que la integral

impropia b) es convergente.



2. Determine si la serie es convergente o divergente. Si es convergente, encuentre su suma

∞∑

n=1

ln

(
n + 1

n

)

.

Solución. Usando las propiedades de la función logaritmo natural vemos que

∞∑

n=1

ln

(
n+ 1

n

)

= ĺım
n→∞

n∑

k=1

ln

(
k + 1

k

)

= ĺım
n→∞

n∑

k=1

[ln(k + 1)− ln(k)] . (1)

Ahora bien, usando la propiedad telescópica para sumas

n∑

k=1

[ln(k + 1)− ln(k)] = ln(n + 1)− ln(1) = ln(n+ 1) .

Entonces, se sigue que

∞∑

n=1

ln

(
n

n + 1

)

= ĺım
n→∞

ln(n+ 1) = ∞

y la serie dada es divergente.

Puntaje Pregunta 2

3 puntos por utilizar las propiedades del logaritmo natural y la definición de serie para

obtener la expresion (1).

3 puntos por utilizar la propiedad telescópica y concluir que la serie es divergente.



3. Si f(x, y) = x(x2 + y2)−3/2esen(x
2y), determine fx(1, 0).

Solución. Observe que vamos a calcular la derivada de f con respecto a la variable x. Por

consiguiente podemos reemplazar por y = 0 en la expresión de f . Por lo tanto:

fx(x, 0) =
∂

∂x
(x(x2 + y2)−3/2esen(x

2y))

∣
∣
∣
∣
y=0

=
∂

∂x
(x(x2)−3/2e0)

=
∂

∂x
(x−2)

= −2x−3

Entonces, fx(1, 0) = −2.

Puntaje Pregunta 3.

6 puntos por calcular correctamente la derivada parcial solicitada.



4. Evalue

∫∫∫

E

ez/ydV con E = {(x, y, z) | 0 6 y 6 1 , y 6 x 6 1 , 0 6 z 6 xy}.

Solución. Tenemos que

∫∫∫

E

ez/y dV =

∫ 1

0

∫ 1

y

∫ xy

0

ez/ydzdxdy

=

∫ 1

0

∫ 1

y

[
yez/y

]z=xy

z=0
dxdy

=

∫ 1

0

∫ 1

y

[yex − y] dxdy

=

∫ 1

0

[yex − yx]x=1
x=y dy

=

∫ 1

0

[
(ye− y)− (yey − y2)

]
dy

=

∫ 1

0

[
ye− y − yey + y2

]
dy

=

[
y2e

2
− y2

2
+

y3

3

]y=1

y=0

−
∫ 1

0

yey dy

︸ ︷︷ ︸

I1

=
e

2
− 1

6
− I1 .

Para calcular I1, usamos integración por partes

I1 = yey
∣
∣
∣

1

0
−
∫ 1

0

ey dy = e−
[

ey
]1

0
= 1 .

Por lo tanto, se obtiene que

∫∫∫

E

ez/y dV =
e

2
− 1

6
− 1 =

3e− 7

6
.

Puntaje Pregunta 4.

1,5 puntos por calcular correctamente la integral con respecto a z.

1,5 puntos por calcular correctamente la integral con respecto a x.

1,5 puntos por calcular correctamente la integral con respecto a y.

1,5 puntos por calcular usando integración por partes la integral I1.



5. Calcule el volumen del sólido bajo el plano x − 2y + z = 1 y arriba de la región acotada por

x+ y = 1 y x2 + y = 1.

Solución. La región D del plano acotada por las curvas x + y = 1 y x2 + y = 1 se apre-

cia sombreada en la siguiente figura:

1

1−1

x

y

x+ y = 1x
2 + y = 1

Entonces, podemos describir la región D como una región tipo I:

D = {(x, y) ∈ R
2 | 0 6 x 6 1 , 1− x 6 y 6 1− x2} .

Por lo tanto, el volumen del sólido S es

V (S) =

∫∫

D

[∫ 1−x+2y

0

dz

]

dA =

∫ 1

0

∫ 1−x2

1−x

[1− x+ 2y] dydx =

∫ 1

0

[
y − xy + y2

]y=1−x2

y=1−x
dx

=

∫ 1

0

[(
(1− x2)− x(1− x2) + (1− x2)2

)
−
(
(1− x)− x(1 − x) + (1− x)2

)]
dx

=

∫ 1

0

[
1− x2 − x+ x3 + 1− 2x2 + x4 − 1 + x+ x− x2 − 1 + 2x− x2

]
dx

=

∫ 1

0

[
x4 + x3 − 5x2 + 3x

]
dx =

[
x5

5
+

x4

4
− 5x3

3
+

3x2

2

]1

0

=
17

60
.

Puntaje Pregunta 5.

1,5 puntos por realizar un gráfico del dominio D.

1,5 puntos por describir la región D como tipo I.

3 puntos por calcular correctamente la integral.



6. Determine el centroide del sólido S acotado por el paraboloide z = 4x2 + 4y2 y el plano z = a

(a > 0).

Solución.

Primero se observa que S es el sólido que yace

arriba del parabolide z = 4x2+4y2 y abajo del

plano z = a. La proyección del sólido S sobre

el plano xy corresponde al dominio

D =
{

(x, y) ∈ R
2 | x2 + y2 6

a

4

}

=

{

(r, θ) | 0 6 θ 6 2π , 0 6 r 6

√
a

2

}

Aqúı, la densidad del sólido ρ es constante.

Luego el sólido se puede describir en coordenadas cilindricas por

S =

{

(r, θ, z) | 0 6 θ 6 2π , 0 6 r 6

√
a

2
, 4r2 6 z 6 a

}

La masa del sólido E es

m =

∫∫∫

S

ρ dV = ρ

∫ 2π

0

∫ √
a/2

0

∫ a

4r2
r dzdrdθ = ρ

∫ 2π

0

∫ √
a/2

0

[

rz
]z=a

z=4r2
drdθ

= aρ

∫ 2π

0

∫ √
a/2

0

[
ar − 4r3

]
drdθ = 2πaρ

[
ar2

2
− r4

]√a/2

r=0

=
πa2ρ

8
.

Tanto el sólido E como la función de densidad son simétricas con respecto a los ejes x e y,

aśı que el centro de masa debe estar sobre el eje z, es decir, x = 0, y = 0. La coordenada z

está dada por

z =
1

m

∫∫∫

E

ρz dV =
8

πa2

∫ 2π

0

∫ √
a/2

0

∫ a

4r2
zr dzdrdθ =

8

πa2
· (2π)

∫ √
a/2

0

[
z2

2

]a

z=4r2
r dr

=
16

a2

∫ √
a/2

0

[
a2

2
− 16r4

2

]

r dr =
16

a2

[
1

4
a2r2 − 4

3
r6
]r=

√
a/2

r=0

=
2a

3
.

Por lo tanto, el centroide se localiza en el punto (0, 0, 2a/3).

Puntaje Pregunta 6

1,5 puntos por determinar la proyección del sólido sobre el plano xy.

1,5 puntos por calcular la masa del sólido.

1,5 puntos por usar el principio de simetŕıa o bien calcular que x = y = 0.

1,5 puntos por calcular correctamente z.



7. Evalúe

∫∫∫

H

(9− x2 − y2) dV donde H es la semiesfera x2 + y2 + z2 6 9 y z > 0.

Solución. Puesto que H es una semiesfera, se usan coordenadas esféricas:

H =
{

(ρ, θ, φ) | 0 6 θ 6 2π , 0 6 ρ 6 3 , 0 6 φ 6
π

2

}

.

Note que 9− x2 − y2 = 9− (ρ cos θ senφ)2 − (ρ sen θ sen φ)2 = 9− ρ2 sen2 φ. Entonces,

∫∫∫

H

(9− x2 − y2) dV =

∫ 2π

0

∫ π/2

0

∫ 3

0

(9− ρ2 sen2 φ)ρ2 sen φ dρdφdθ

=

∫ 2π

0

∫ π/2

0

[

3ρ3 sen φ− ρ5

5
sen3 φ

]ρ=3

ρ=0

dφdθ

=

∫ 2π

0

∫ π/2

0

[

34 senφ− 35

5
sen3 φ

]

dφdθ

=

∫ 2π

0

[
[

−34 cosφ
]φ=π/2

φ=0
− 35

5

∫ π/2

0

(1− cos2 φ) senφ dφ

]

dθ

=

∫ 2π

0

[

34 − 35

5

(
∫ π/2

0

sen φ dφ−
∫ π/2

0

cos2 φ senφ dφ

)]

dθ

=

∫ 2π

0

[

34 − 35

5

(
[

− cosφ
]φ=π/2

φ=0
+

[
cos3 φ

3

]π/2

0

)]

dθ

= 2π

[

34 − 35

5
+

34

5

]

=
2 · 35π

5
.

Puntaje Pregunta 7

1,5 puntos por describir correctamente en coordenadas esféricas a H .

1,5 puntos por obtener la función 9− x2 − y2 en coordenadas esféricas

1 punto por utilizar correctamente el teorema de cambio de variable.

2 puntos por calcular correctamente la integral triple.



8. Calcular

∫∫

R

(x + y)ex
2−y2 dA donde R es el rectángulo encerrado por x − y = 0, x − y = 2,

x+ y = 0, x+ y = 3.

Solución. Hacemos el cambio de variables u = x + y, v = x − y. Estas ecuaciones definen

una transformación T−1 del plano xy al plano uv. Se obtiene al despejar x y y de las ecuaciones

anteriores

x =
1

2
(u+ v) y =

1

2
(u− v) .

El jacobiano de T es
∂(x, y)

∂(u, v)
=

∣
∣
∣
∣

xu xv

yu yv

∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣

1
2

1
2

1
2

−1
2

∣
∣
∣
∣
= −1

2
.

Para hallar la región S en el plano uv correspondiente a R, se nota que los lados de R están

sobre las rectas

x− y = 0, x− y = 2, x+ y = 0, x+ y = 3

y, de las ecuaciones anteriores, las rectas imagen en el plano uv son

u = 0, u = 3 v = 0, v = 2 .

La situación geométrica se aprecia en la siguiente figura:

1

−1

1 2

x

y

u

vR
S

321

2

1

T−1

Entonces, usando el teorema de cambio de variables obtenemos

∫∫

R

(x+ y)ex
2−y2 dA =

∫∫

S

ueuv
∣
∣
∣
∣

∂(x, y)

∂(u, v)

∣
∣
∣
∣
dudv =

∫ 3

0

∫ 2

0

ueuv
∣
∣
∣
∣

1

2

∣
∣
∣
∣
dvdu

=
1

2

∫ 3

0

[

euv
]v=2

v=0
du =

1

2

∫ 3

0

[
e2u − 1

]
du

=
1

2

[
e2u

2
− u

]u=3

u=0

=
1

2

[(
e6

2
− 3

)

− 1

2

]

=
e6 − 7

4
.

Puntaje Pregunta 8

1,5 puntos por dar el cambio de variables y calcular el jacobiano de la transformación.

1,5 puntos establecer la regiones R y S y sus gráficos.

1 punto por utilizar correctamente el teorema de cambio de variables.

2 puntos por calcular correctamente la integral doble.


