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Solucién Examen

1. Determine todos los valores de C' de forma que converja la integral impropia
/ o0 2z C
3 — dx .

Solucion. Tenemos que la integral es impropia de primera especie
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Se tiene que
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Se sigue que la integral impropia I converge si y sélo si C' = 2.
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2. (Para que vélores de p es convergente la serie Z In(1+n"?)7
n=1
Solucién. Considere las sucesiones positivas a, = In(14+n"?) y b, =n"P parap > 1,
entonces haciendo el cambio de variables z = n™P y usando la regla de L’Hospital
vemos que
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Como Y b, es convergente si y sélo si p > 1 entonces Y a, = > In(l +n7P) es
convergente si y sélo si p > 1.
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3. Encontrar los puntos criticos de la funcién f(z,y) = Zm‘l — 22y% + y? en la regién

x>0,y >0yz2+y% < 9. En caso de puntos criticos interiores decida si corresponden
a maximo, minimos o puntos silla. Ademaés determine el méximo y minimo absolutos.

Solucion. Tenemos que

fo = 23—-22y°=0 z(x? — 2y?) 0
fy = —22%y+2y=0 2y(1—2%) = 0

En la segunda ecuacion, si y = 0 entonces x = 0 y obtenemos el punto P; = (0,0).
Sil—2?=0== 2 =1yaquez >0y sustituyendo en la primera ecuacién se obtiene
que 1 — 2y = 0=y = % ya que y > 0 y obtenemos el punto P;(1,1/v/2) que
esta al interior. Usando el test de las segundas derivadas parciales vemos que

D(z,y) = (3% — 2y*)(—22° + 2) — (—4ay)* = D (1, =-8<0.

5)
V2
entonces P; es un punto silla.

Ahora determinamos los valores extremos de f(x,y) en el borde de la regién

» =0,y € [0,3] se tiene f(0,y) = y? que tiene un maximo en f(0,3) = 9 y un
minimo en f(0,0) = 0.
81

» y =0,z € [0,3] se tiene f(x,0) = %x‘l que tiene un maximo en f(3,0) = 5 y
un minimo en f(0,0) =0

» Siy=+v9—22 ze€l0,3] se tiene que
1 9
g(x) = f(z, V9 —22) = Zx‘l — 229 —2?) + (9 —2°) = Z:E4 — 1022 +9

Tenemos que ¢'(x) = 523 — 202 = 5z(x? — 4) entonces g tiene dos puntos criticos
en [0,3], z = 0y = = 2. Se sigue que g tiene un minimo en g(2) = f(2,v/5) = —11
y un méximo en g(3) = f(3,0) = &L

Por lo tanto, los valores maximos y minimos de f en la regién son f(2,v/5) = —11
minimo abs. y £(3,0) = & méximo abs.



. Evaltde // sen(y3) dA, siendo S la regién acotada por y=+/z; y=2y x=0.
S

Solucién. La regién S de integracion es la region achurada del plano
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Entonces,
S={(zr,y) eR?|0<2<4, Ve<y<2}={(z,9) eR?|0<y<2 0<z<y’}
y por lo tanto
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5. Calcule la masa de una esfera sélida de radio 5 si su densidad de masa en cada punto
es el triple de la distancia del punto al centro de la esfera.

Solucién. En coordenadas esféricas podemos describir la esfera por
Q={(p,0,0) : 0<0<2r, 0<p<m, 0<p<5}.

Dado que la densidad en (x,y, z) es el triple de la distancia del punto al centro de la
esfera, la funcién densidad es

plx,y,2) =322 +y2+22=3p.

Entonces, la masa de la esfera E es

m = ///p(x,y,z)dV
Q

_ /02W/0W/053p-p25en¢dpd¢d9
A ([ ([

- 5-ene (3)
= 18757.



6. Encuentre el volumen del sélido que esta dentro de la esfera 2> +y? + 22 = 4 y arriba
del plano zy y debajo del cono z = /22 + 2.

Solucion. Podemos escribir la ecuacién de la esfera en coordenas esféricas como
p? =4 y la ecuacién del cono se puede escribir

pcosd = \/p?sen? ¢ cos? 0 + p? sen? psen? O = psen ¢,

lo cual nos da sen ¢ = cos ¢ lo que implica que ¢ = 7/4. Por lo tanto, la descripcién
del sélido en coordenadas esféricas es

$={(p0,0)|0<p<2, 0<0<2m, T<o<

N
S

Luego, el volumen del sélido es
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7. Sea
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Halle y grafique una regién R en el plano cartesiano de modo que el valor de I puede
ser escrito como una integral doble, vale decir en la forma:

// f(z,y) dedy .
R

Solucién. Geométricamente las regiones de integracion de las dos integrales dobles
dadas es

Yy
3
1
K

Entonces, podemos considerar la regiéon R como la del grafico, es decir

R:{(x,y)€R2|0<x<2, <y<3—aj}.

T
2

Por lo tanto, se tiene que

[ f@waa - / 1 /0 Y fey)dedy + /1 3 / " bl y)dedy
R
= /02 /;:E f(z,y)dydz .



8. Use un cambio de variables adecuado para calcular la integral

// cos(x —y) sen(z +y) dA,
S

siendo S el tridngulo con vértices (0,0), (m, —m) y (m, 7).

Solucion. Haciendo el cambio de variables v = ¢z — y, v = x + y y despejando
se obtiene que z = §(u +v), y = $(v — u). El Jacobiano de T es

Oz, y) _
O(u,v)

La regién S del plano zy corresponde a las rectas

1
2
1
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z—y=0, z4+y=0, z=7
entonces la imagen S* de estas recta en el plano uv son
u=0, v=0, v=2r—u

Asi, la regién S* es regién triangular con vértices (0,0), (2r,0) (0,27) que se muestra
en la siguiente figura

2T

2T

Entonces,
S* = {(u,v) €eR? |0 <u<2m,0<v<2m—u} ={(u,v) €eR? |0 < v < 27,0 <u<2r—v}.

Por la férmula de cambio de variables,

[ rwatear = [f st o - o[
S
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= 5/0 sen(u) sen(v)] L dv
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