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1. Para cada una de las siguientes series, determine si ella es convergente o divergente:
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Solucién.

a) Si f(z) = e " entonces f es continua, positiva y decreciente en el intervalo [1,+oo[. Luego,
aplicando el criterio integral obtenemos
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y como la integral impropia es convergente se sigue que Z e " es convergente.
n=1
b) Para todo n € N, tenemos In(n'/*) < n'/4. Como In(n'/*) = +1n(n), se deduce que In(n) <
4n'/*. Elevando al cuadrado resulta (In(n))? < 16n'/? y dividiendo por n? resulta
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Como la serie E —373 ©s convergente, por el criterio de comparacién la serie E ((7)) es
n3/2 n?
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convergente. Otra forma: usar el criterio integral para obtener que — = 2.
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luego E diverge por el criterio de comparacion al limite ya que la serie armonica
n=1
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Z — diverge.
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Puntaje Pregunta 1a)

(i) 1 punto por verificar las hipétesis del criterio integral

(ii) 1 punto por calcular la integral y concluir.
Puntaje Pregunta 1b)

(i) Si usan el criterio integral asignar puntaje como en el problema 3a)

(ii) Siusan el criterio de comparacién otorgar 2 puntos por obtener correctamente la desigualdad
y concluir.



Puntaje Pregunta 1c)

(i) 1 punto por elegir b, y calcular el limite

(ii) 1 punto por usar el criterio de comparacién y concluir.



2. Encontrar la distancia maés corta entre las rectas de ecuaciones simétricas:

x+2 y—-2 z-2
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Solucién. Las rectas no son paralelas porque los vectores paralelos correspondientes v} = (3, —4,1)
y U2 = (1,2, —3) no son paralelos.

121 ™ =(-2,2,2) +t(3,-4,1),
€2 F2 = (_27171) +S(1,2, _3) .

Si ¢ y £5 tuvieran puntos de interseccion, habria valores de s y t tales que

243t = —-2+s
2—4t = 1+42s
24t = 1-—3s

Si se resuelve las dos primeras ecuaciones, se obtiene t = % y§= %, y estos valores no satisfacen la
tercera ecuacién. Por tanto, #1 y £o son rectas oblicuas. Luego yacen en planos paralelos Py y Py y
d(l1,02) = d(P;, Py). El vector normal comun a ambos planos es

= 10i + 10j + 10k = (10,10, 10) .

La ecuacion del plano P; es
10z +2)+10(y —2)+10(z —2) =0<=z+y+2—2=0.

El punto (—2,1,1) pertenece al plano Py, entonces

|—2+414+1-2] 2
d(01,05) = d(Py, Py) = d(Py, (—2,1,1)) = -
(b1, £2) = d(Pr, Pp) = d(Py, ( ) ST 3

Puntaje Pregunta 2.

= 2 puntos por verificar que las rectas son oblicuas.
= 2 puntos por determinar la ecuacién de uno de los planos que contiene a una de las rectas.

= 2 puntos por obtener correctamente la distancia entre las rectas.



3. El plano = + y + 2z = 2 intersecta al paraboloide z = x? + y? en una elipse. Encuentre los puntos
de la elipse que son los més cercanos y los més lejanos al origen.

Solucién. Definimos las funcién g(z,y,2) = = + y + 2z y la funcién h(z,y,z) = 22 + 3> — 2.
Basta determinar los extremos de la funcién f(x,y,2) = 22 + y? + 22 sujeto a las restricciones

g(.Z', Y, Z) = 2
h(z,y,2z) = 0
Usando el método de multiplicadores de Lagrange basta determinar las soluciones del sistema
Vf(ﬂ?,y,Z) = Alv.Q(‘Tayaz) +)\2Vh($,y,22)

9(z,y,2) = 2 (*)
hz,y,z) = 0

Tenemos que Vf = (2z,2y,2z), Vg = (22,2y,—1) y Vh = (1,1,2), entonces la primera ecuacién
del sistema (%) es equivalente a

20 = 2)\1% + )\2

2y = 2My+ X

2z = —=A1 42X\

Restando las dos primeras ecuaciones obtenemos

2r — 2y =2z -2 y<—=z—y=Mx—y) <= (z—y) (M —1)=0
Si A =1 entonces de la primera ecuacién se obtiene

20 =2 N 2+ X<=2r =20+ A<= Ay =0
~—
1
y de la tercera ecuacién obtenemos que

1
22=— AN 42 Ay <= 2z=—-1<=|z=—=

y sustituyendo este valor en la segunda restriccion resulta
1 1
h(zx,y, z) :O<:>w2+y2—z:0<:>x2+y2+§ =022+ y% = )

lo cual es absurdo.
Luego, necesariamente se tiene que . Sustituyendo esta relacién en la segunda restriccion
obtenemos

h(z,y,z) :0<:>3:2—|—y2—z:0<:>23:2—z:0<:>

Por tdltimo, usando estas dos tltimas relaciones en la primera restricciéon obtenemos

gz, y,2) =2 =as4+y+2z2=2<=a+2+22}) =2—=42>+22 - 2=0<= 2% +2-1=0

. . 1
Usando la féormula cuadrética obtenemos que las soluciones son ¢ = - o x = —1 y como =z = y

1
y z = 2z2 obtenemos que y = 30Y= —1lyz= % o z = 2. Por lo tanto, los puntos maximos y

111 (C1-1.2)
27272 y ) ) *

= 2 puntos por plantear el sistema usando multiplicadores de Lagrange.

minimos son:

Puntaje Pregunta 3.

= 1,5 puntos por analizar el caso A = 1.
= 1,5 puntos por analizar el caso z = y.

= 1 punto por obtener los puntos y deducir quien es el maximo y minimo.



4. Sea R el rectangulo encerrado por lasrectas t —y =0,z —y=2,z4+y =0,z +y = 3.
Evalte la integral //(az + y)e“’cz_y2 dA.
R

Solucién. Haciendo el cambio de variables u = x +y y v = z — y, tenemos que z = %(u +ov)y
y = 1(u —v). Entonces,

La imagen de la regién R es el rectangulo acotado por las rectas u = 0, u =3, v =0y v = 2.

3 2
//(33 +y)e” V' dA = / / ue™
s 0
3 —

Luego,

Puntaje Problema 4.

2 puntos por dar el cambio de variables y calcular el determinante del Jacobiano.

1 puntos por senalar la imagen de la regién R.

1 puntos por usar el cambio de variables correctamente.

2 puntos por calcular correctamente la integral doble.



2

5. En el cuerpo de forma semi-esférica z2 + ¢ + 22 < a2, z > 0, la densidad varfa proporcionalmente

a la distancia del punto al centro. Encontrar el centro de gravedad del cuerpo en términos de a.

Solucién. En coordenadas esféricas podemos describir el cuerpo
E={(p.0,6) : 0<9<2m, 0<9< T, 0<p<af.

Dado que la densidad en (x,y, z) es proporcional a la distancia al origen, la funcién densidad es

plx,y,z) = K\/a?2 +y? + 22 =

donde K es la constante de proporcionalidad. Entonces, la masa de E es

m = // K22+ y?2 + 224V

E
2r /2 pra
= / / / Kp - p?sen ¢ dpdpdd
0 0 0
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_ K</ d@)(/ sen¢d¢></ p3dp>: ar
0 0 0 2
Los momentos son
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M., = ///ypa:y, dV = /2ﬂ/7r/2/ psenfseng - Kp- p?sen ¢ dpdpdd
= K(/Ozﬂsenecw) </0 sen2¢d¢> </0 0 dp) 0

0
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Por lo tanto, el centro de masa es
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Puntaje Pregunta 5.

= 1 punto por describir el cuerpo en coordenadas esféricas y por obtener la funcién de densidad.

1 punto por calcular correctamente la masa del sélido.

1 punto por calcular correctamente el momento M, .

1 punto por calcular correctamente el momento M,,.

1 punto por calcular correctamente el momento M.

1 punto por calcular correctamente el centro de masa.



6. Evalie la integral ///(ac3 + wy2) dV, donde E es el solido en el primer octante (z,y,z > 0) que
E

se encuentra bajo el paraboloide z = 1 — 22 — ¢/,

Solucién. La proyeccién de E sobre el plano XY es la parte circulo 22 + y?> < 1 que estd en
el primer cuadrante y usando coordenadas cilindricas tenemos

N

E:{(r,@,z) : oge\g, 0<r<l, Oézél—ﬂ},

Entonces,

w/2 pl pl—r?
/ / / (13 cos® 0 + 13 cos 0 sen’ O)rdzdrdf
0 0o Jo

/E//(x3 + 2y?) dV

w/2 rl
= / / 1 cos B(cos® 6 4 sen? §)(1 — r2)drdf
0 0
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Puntaje Pregunta 6.

= 2 puntos por describir correctamente el sélido E en coordenadas cilindricos.
= 2 puntos por usar correctamente el teorema de cambio de variables.

= 2 puntos por calcular correctamente la integral triple.



7. Use coordenadas esféricas para evaluar

\/4 y2 \/4 x2—y2
/ / / Y222 4 y2 + 22 dzdxdy .

4— :(:z—y

Solucién. La regién de integracién corresponde a la semiesfera sélida % + y2 + 22 < 4 con = > 0,
usando coordenadas esféricas se puede describir mediante

s={(p0.0): —Z <0< 0<o<nm 0<p<2}

Entonces,

\/4 y2 \/4 x2—y2
I = // / v/ a2 + y? + 22 dzdxdy

4— x2—y
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Puntaje Pregunta 7.

B

2 puntos por describir correctamente la regién en coordenadas esféricas.

1 punto por usar correctamente el teorema de cambio de variables.

1 punto por calcular correctamente fl/r 32 sen? 6 df.

1 punto por calcular correctamente f07r sen® ¢ do.

1 punto por calcular correctamente f02 p° d¢ y obtener el valor de la integral triple.



8. Use la transformacién =z = u?, y = v?, z = w? para hallar el volumen de la regién acotada por la

superficie \/z + /y + /2 = 1 y los planos coordenados.

2

Solucién. Haciendo el cambio de variables z = u?, y = v? y 2 = w? vemos que la superficie

queda u +v +w =1y la regiéon E correspondiente a la regiéon R acotada por los planos coordena-
dos y la superficie se puede describir por

E:{(u,fu,w)eR?’ :0<u<], 0<v<l—u OSw<1l—u—v}.

Tenemos que

2 0 0
M =10 2v 0|=8uvw.
(u,v,w)

0 0 2w

Entonces, por el teorema de cambio de variables
v =
A(u, v, w)
R E
1 1—u l—u—v
= / / / Suvw dwdvdu
o Jo 0

1 1—u
= / / duv(1l — u — v)2dvdu
0o Jo

1 rl-u
= / / [4u(1 — u)?v — 8u(l — u)v* 4 4uv®] dvdu
o Jo
1

av

= [ a0 a0
0 3
_ l/a1 1 (1 )3d
=, gu —u)® du
_ /11[(1_u)4_(1—u)5]du
b 3
u=1
_ [——(1—u)5—|——(1—u)6
u=0

Puntaje Pregunta 8.

2 punto por dar el cambio de variables y describir la regién F

1 punto por calcular el determinante del Jacobiano.

1 puntos por usar el cambio de variables correctamente.

2 puntos por calcular correctamente la integral doble.



