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Pregunta 1

Pregunta 1.1

Respuesta: R NO existe para todo R C A x A.

En efecto, consideremos R = {(a,b), (b,a)}, con a,b € A;a # b. Notamos que Ry = {(a,b)}, Ry = {(b,a)}
son relaciones transitivas y cumplen Ry C R, Ry C R. Sin embargo, R, Re no cumplen R; C Ry ni Ry C R;.
Asf, ambos son subconjuntos transitivos maximales de R, y no hay un méximo R‘'.

Observacién: Implicitamente asumimos que |A| > 1 para que funcione la demostracién (en la construccién
de R consideramos dos elementos distintos de A). De hecho, si A = {a}, R* siempre existe, ya que R podria
ser ) o {(a,a)} y en ambos casos se cumple R = R¥!. Este caso (]A| = 1) no es considerado en el puntaje.

Dado lo anterior el puntaje asignado es el siguiente:
= (4 Puntos) por contraejemplo correcto y justificado.
= (3 Puntos) sélo por contraejemplo correcto.

= (0 Puntos) en otro caso.

Pregunta 1.2

Respuesta: R si existe para todo R C A x A.

Sea R* = {(a,b) € R| (b,a) € R} = RN R~!. Demostraremos que R* = R¥:
1. R* C R: por definicién de R*.
2. R* es simétrica: por definiciéon de R*.

3. Para todo R’ C R, con R’ simétrica, se tiene que R’ C R*. Sea R’ C R cualquiera y simétrica. Tenemos
que considerar dos casos:

= Si R’ = () es trivial que R’ C R*.

= Si R # (), sea (a,b) € R'. Como R’ C R entonces (a,b) € R. Como R’ simétrica y contiene a
(a,b), entonces (b,a) € R'. Ademds, de la contencién de R’ en R, se sigue que (b,a) € R. Asi,
{(a,b), (b,a)} C R. Luego, por definicién de R*, se tiene que (a,b) € R*. Por lo tanto, R’ C R*.

Dado lo anterior el puntaje asignado es el siguiente:
* (4 Puntos) por demostrar que R* = R (la expresién encontrada era correcta).
» (3 Puntos) por encontrar una expresién para R+

» (0 Puntos) en otro caso.



Pregunta 2

Pregunta 2.1

Sea n € N arbitrario y A un conjunto infinito, entonces como A es infinito, existen elementos a1, asg, ..., ¢p_1
tal que a; € A, Vi € {1,...,.n—1} y a; # aj, Vi,j € {L,...,n — 1},i # j. Luego se define la particién

n—1
Sp = {{a1},{az}, ... {an-1}, A\ U {ai}} Se verifica que S,, cumple las siguientes propiedades:
i=1

1. |Sy] =n

2.8 X,YeS, yX4A#Y=XnY =0

3. USy = (U Hah u A\ U Ha)) = A
4. VX € S, X;é(l)

Luego por 2, 3y 4, S, es una particién de A. Se define luego la relacién ~,C A x A de la siguiente forma:

Va,be A, a~,bs3X e€S,,ac XNbe X
Veremos que se cumple que A/ ~,= S,: Sea a € A, hay dos opciones:
1. Fi € {1,...,n — 1}.a; = a, entonces [a;]~, = {a;}, ya que el dnico conjunto que contiene a a; es {a;},

pues S, es una particiéon

n—1 n—1
2. a#a;,Vie{l,..,n—1},luego a € A\ |J {a;} y entonces [a]., = A\ U {ai}
i=1 i=1

Luego como A/ ~,= S, entonces |4/ ~, | = n. Ahora falta por ver que ~,, es una relacién de equivalencia:
1. ~, esrefleja: Va € A, 3X € S, tal que a € X Aa € X(pues S, es una particién de A) = a ~,, a

2. ~, es simétrica: si a ~, b entonces por definicién de ~,, existe X € S, tal que

ace XNbe X
=beXANaeX
=b~,a

3. ~, es transitiva: sia ~, by b ~, c, entonces X7 € S,,, a € X1Abe X3 yIXo€ S, b€ XoNc € Xo.
Sabemos que b € X1 y b € X», luego X1 N X5 # 0. Como S,, es una particién, esto solo es posible si
X1 = X9 = X. Entonces

dX eS,.ae X NceX

= ar~pcC

Luego ~,C A x A es una relacién de equivalencia y |4/ ~, | = n.

Dado lo anterior el puntaje asignado es el siguiente:

= (4 Puntos) Por demostracién completa y correcta
= (3 Puntos) Por demostracién con errores menores

= (0 Puntos) Por demostracién incompleta o incorrecta



Pregunta 2.2

(=) Supongamos que A es numerable, entonces existe una lista (finita o infinita) de A:

apay as asg ...
tal que
1. V’L, a; €A
2. Vi,j, i;éj—>ai7éaj
3. Va€eA, Ji,a; =a
Definimos S = {{ao},{a1},...} = {{a:}]i > 0}

P.D: S es una particién finita

1. VX € 89, X # (), esto se desprende directamente de la definicién
2.VX, Y €S, X#Y - XNY = 0. Esto pues si X # Y, entonces 3¢, j tal que X = {a;}, Y = {qa;}
y como a; # a; (por propiedad 2 de la lista de A) entonces X NY = 0.
3. |JS = A. Demostramos por doble contencién:
(©) VX €5, X C A por definicién de S, luego | JS C A.
(D) Sea a € A, luego i, a; = a, luego 3X = {a;} € S tal que a € X. Entonces A C |J S
Por 1, 2 y 3 se tiene que S es una particién de A.
4. S es particién finita numerable.
a) VX € S, |X| =1 €N, luego cada conjunto en S es finito.

b) |S| = N|: Sea f : S — N definida por f({a;}) = i, es claro que f es una biyeccién, luego
|S| = IN|. Otra forma de verlo es que existe una lista de S:

{a1}{az} ...
Que cumple con las propiedades 1, 2 y 3 que cumple la lista de A, luego S es numerable.

(<) Supongamos que A tiene una particién finita numerable P. Como P es numerable entonces existe una
lista

SoS15; ...

de elementos de P tal que |S;| = n; € N, es decir, cada conjunto en P es finito. Entonces S; =
{af,aj, ..., a;, }. Entonces podemos poner en la siguiente lista los elementos de A:

ajad..a) aiay...=bobibs... (Cambiamos las variables por simpleza de notacién.)

Demostraremos que esta lista es tal que A es numerable:

1. Vr, b, € A: Para cualquier r, existen 4, j tales que b, = a] (por construccién de la lista). Luego
como P C 24, entonces al € A, luego b, € A

2. Sir # p = b, # by,: Supongamos, por contradiccién, que existen r y p, r # p, tal que b, = bp.
Luego existe S € P tal que b, € SAb, € S. Luego como b, = b, necesariamente se tiene r = p ya
que S no tiene elementos repetidos por ser un conjunto.

3. Va € A, Irb. = a: sea a € A, luego como P es particién, existe S; € P tal que a € S;. Luego
existe j € {1,...,n;} tal que a = aj. Luego debe existir 7 tal que b, = aj = a (por contruccién de
la lista de los b,.)



Concluyendo que A es numerable.

Dado lo anterior el puntaje asignado es el siguiente:

= (4 Puntos) Por demostracién correcta
» (3 Puntos) Por demostracién correcta con errores menores

s (0 Puntos) Por demostracién incorrecta o incompleta



