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Requisitos
= La tarea es individual. Los casos de copia seran sancionados con la reprobacién del
curso con nota 1,1.

= Entrega: Hasta las 23:59:59 del 28 de octubre a través del buzén habilitado en el sitio
del curso (Canvas).

e Esta tarea debe ser hecha completamente en TEX. Tareas hechas a mano o en
otro procesador de texto no seran corregidas.

e Debe usar el template I TEX publicado en la pagina del curso.

e Cada solucién de cada problema debe comenzar en una nueva hoja. Hint: Utilice

\newpage

e Los archivos que debe entregar son el archivo PDF correspondiente a su solucién con
nombre numalumno . pdf, junto con un zip con nombre numalumno.zip, conteniendo
el archivo numalumno.tex que compila su tarea. Si su codigo hace referencia a
otros archivos, debe incluirlos también.

» El no cumplimiento de alguna de las reglas se penalizard con un descuento de 0.5 en
la nota final (acumulables).

= No se aceptaran tareas atrasadas.

= Si tiene alguna duda, el foro de Canvas es el lugar oficial para realizarla.



Problemas

Problema 1
a) Demuestre que [(0,00)| = |(0,1)].

b) Sea F el conjunto de todas las funciones f: N — {0,1}. Demuestre que F es no
enumerable.

Problema 2

a) Demuestre que log(n!) € O(nlogn).
b) Dadas dos funciones fi, fa, se define la funcién méax{ fi1, fo}(n) segin

fi(n) st fi(n) = fa(n)

méx{fi, fo}(n) = {fz(”) si fi(n) < fa(n)

Sigi(n) € O(f1(n))y g2(n) € O(f2(n)), demuestre que g;(n)+g2(n) € O(max{fi, fa}(n)).
¢) Demuestre que si f(n) € O(g(n)), entonces f(n)" € O(g(n)"™) para todo n > 0.



Soluciones

Problema 1

a) Podemos definir la funcién f como

f:(0,1) — (0,00)

LZ'Q

T— — .
r—1

Si mostramos que f es una biyeccién, podremos concluir lo pedido. Para esto, mostraremos
que es inyectiva y sobreyectiva.

Inyectiva: Sean z,y € (0,1) tales que f(z) = f(y). Es decir

= — & y—vlr+y —a22=0

& zylr—y)—(y+a)(r—y)=0
& (e—yly—y—2]=0

Esta tltima expresién es nula si ocurre uno de dos casos
= Siz—y =0, concluimos que z = y.

= Sixy—y—x =0, esto equivale a resolver

pero esta expresion no tiene solucién en (0, 1). En efecto, como 0 < x < 1, tenemos
que z — 1 < 0 y la expresion x/(x — 1) es negativa. Como y es positivo, no es
posible que sean iguales.

En el intervalo (0,1), la inica conclusién vélida es que = = y, lo que demuestra que f
es inyectiva.

Sobreyectiva: Sea y € (0, 00). Buscamos una preimagen x € (0, 1). Es decir,

&S 24+ay—y=0
= r=3(-y+/y?+4y)

Dado que z € (0,1), nos quedamos con la solucién positiva, es decir, r = %(—y +
Vy? + 4y). Esto prueba que f es sobreyectiva.

b) Suponemos que F es enumerable. Es decir, existe una lista infinita de los elementos
de F. Llamaremos f; a la i-ésima funcién de dicha lista y sea a;; = f;(j), para j € N.
Esto permite visualizar la siguiente matriz de imagenes
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Luego, definimos la funcion f* segin

1(i) = {O’ o =1

1, Sl Qi = 0

Claramente esta funcién esta bien definida para todo 7« € N y su imagen estd siempre
en {0, 1}. Por lo tanto, f* debe ser un elemento de F y debe aparecer en la lista de
sus elementos. Supongamos que aparece en la posicién j, es decir, f*(i) = f;(i) para
todo ¢« € N. Notemos que por construccion

() # aj; = f;(j)

de manera que f* # f;. Como la eleccién de j fue arbitraria, probamos que f* no
aparece en la lista. Esta contradiccién prueba que F no es enumerable.

Pauta (6 pts.)
a) = 1. pto por definir biyeccién
= 1. pto por probar inyectividad
= 1. pto por probar sobreyectividad
b) = 1. pto por suponer enumerabilidad y existencia de la lista
= 1. pto por definir funciéon f*
= 1. pto por concluir

Puntajes intermedios y soluciones alternativas a criterio del corrector.

Problema 2

a) Buscamos constantes ¢ y ng tales que log(n!) < c¢-nlog(n) para todo n > ng. Como

log(n!) = log(1-2----- n)

= log(1) +log(2) + -- - + log(n)
< log(n) +log(n) 4 - - - 4 log(n)
= nlog(n)

basta tomar c =1y ng = 1.



b) Por hipétesis, como g1(n) € O(f1(n))y g2(n) € O(f2(n)), existen constantes c1, ¢, 1y, ny
tales que
gi(n) < cifi(n), Vn=m

g2(n) < cafa(n), Vn >mny

Definimos ny = max{ny,ns} y ¢ = max{c;, co}. Luego, acotamos la suma segin

g1(n) +g2(n) < cifi(n) +eafa(n)  (paran > ng)
< ¢ (filn) + f2(n))
< c-méx{f1, fo}(n) (por def. de max{fi, f2})

Con esto, las constantes ¢ y ng demuestran lo pedido.

c) Como f(n) € O(g(n)), existen constantes ¢ y ng tales que
f(n) <c-g(n) Yn>ng
Dada una constante m > 0,

fm)™ = f(n)---f(n) (m veces)
(cg(n))

g(n)

[IA -l

m
Luego, basta tomar las constantes ¢ y ng que demuestran lo pedido.

Pauta (6 pts.)

a) 2 ptos por determinar constantes adecuadas y argumentar.
b) 2 ptos por determinar constantes adecuadas y argumentar.
c) 2 ptos por determinar constantes adecuadas y argumentar.

Puntajes intermedios y soluciones alternativas a criterio del corrector.



