PonTIFIiCcIA UNIVERSIDAD CATOLICA DE CHILE
DEPARTAMENTO DE CIENCIA DE LA COMPUTACION
IIC1253 - MATEMATICAS DISCRETAS

Tarea 2

2 de septiembre de 2022
2° semestre 2022 - Profesores F. Sudrez - S. Bugedo - N. Alvarado

Requisitos
= La tarea es individual. Los casos de copia seran sancionados con la reprobacién del
curso con nota 1,1.

= Entrega: Hasta las 23:59:59 del 20 de septiembre a través del buzén habilitado en el
sitio del curso (Canvas).

e [ista tarea debe ser hecha completamente en ITEX. Tareas hechas a mano o en
otro procesador de texto no seran corregidas.

e Debe usar el template I TEX publicado en la pagina del curso.

e Cada solucién de cada problema debe comenzar en una nueva hoja. Hint: Utilice

\newpage

e Los archivos que debe entregar son el archivo PDF correspondiente a su solucién con
nombre numalumno . pdf, junto con un zip con nombre numalumno.zip, conteniendo
el archivo numalumno.tex que compila su tarea. Si su codigo hace referencia a
otros archivos, debe incluirlos también.

» El no cumplimiento de alguna de las reglas se penalizard con un descuento de 0.5 en
la nota final (acumulables).

= No se aceptaran tareas atrasadas.

= Si tiene alguna duda, el foro de Canvas es el lugar oficial para realizarla.



Problemas

Problema 1

a) El famoso juego Sudoku consiste en un puzzle donde se posicionan ntimeros entre 1 y
9. El objetivo es ingresar nimeros entre dichas cantidades en entradas de una matriz
de 9 x 9 donde cada fila y columna debe tener una, y sola una vez, los nimeros 1,...,9.
Ademas, esta matriz se subdivide en 9 matrices pequenas de 3 x 3, donde cada una de
ellas (simultdneamente) tiene en sus 9 entradas los digitos mencionados sin repetirlos.

Dado un tablero de Sudoku parcialmente completo con algunos niimeros, usted debe
construir una férmula ¢ € L(P) tal que:

@ es satisfacible
=

es posible completar el tablero con las reglas planteadas

b) Reduzca las siguientes férmulas a CNF":
D ~((p=(g=m))—=(p—q = (=)
) pV (=g A(r— —p))

Solucion

a) Parai,j, k€ {1,...,9} definimos el siguiente conjunto de variables proposicionales:
P = {piji | pijr =1 siy solo si en la fila ¢ columna j hay un nimero k}

Sea M un tablero parcialmente completo, considere las siguientes formulas en légica
proposicional:

= Hay al menos un nimero en cada celda:

9 9 9
9012/\/\\/pz‘jk

i=1j=1k=1
= Las celdas no pueden tener dos ntimeros a la vez:

9 9 9 9

P2 = /\ /\ /\ Pijk — Pijk
1

i=1j=1k=1 K=
2



b)

» Cada numero aparece a lo mas una vez en cada fila y en cada columna:

9

9 9
= /\ /\ /\ Pijk — /\ ik N /\ “Pij'k
i=1j=1 k=1 i'=1 j'=1
i'#i J'#
= Una sub-region tiene todos los nimeros del 1 al 9:

2 2 9 3 3
= /\ /\ /\ \/ \/p3l+i,3h+j,k

1=0 h=0 k=1 i=1 j=1

= Inicializamos las celdas ya completadas en M:

Ps = /\ Pijk

si en M en la celda (4,5)
hay un ntmero k

Finalmente, podemos considerar ¢ = @1 A 3 A 3 A @4 A @5 como la formula pedida.

1) Utilizando las reglas de implicancia, doble negacién, De Morgan, idempotencia,
distribucién y asociatividad de la conjuncion y la disyuncién tenemos lo siguiente:

)= ((p—=q) = (g—1))
(FpVgq) = (mg V1))

J
—~~
/-\
—
(S

1

=
N~—

) =
)V (=(=pV @)V (=gVr))
(=pV (g Vr))V(=(-pVag) V(g Vr))
(=pV (g Vr))V((pA—g) V(=g VrT))
“pV(=gVr)V(pA-g)V(-qVr)
(=pV =g Vr)V(pA—g)
) A (

11) Utilizando las reglas de implicancia, doble negacién, De Morgan, idempotencia,
distribucién y asociatividad de la conjuncion y la disyuncién tenemos lo siguiente:

pV (=g A (r— —p))

(r
pV (=g A (=rV-p))
pV (=g A=r)V (=g A-p))
(=g A=r) VpV (=g A-p)
(g A=)V ((pV—=q) A(pV D))
(mg A=)V (pV —q)
(pV =gV =g)A(pV =gV -r)

3



Pauta (6 pts.)

a) = (0.5 pts. por plantear el conjunto P.

0.5 pts. por (.

0.5 pts. por s.

0.5 pts. por ¢s.

0.5 pts. por @g4.

0.5 pts. por ;.

b) 1.5 pt. por I).
= 1.5 pt. por II).

Puntajes parciales y soluciones alternativas a criterio del corrector.

Problema 2
a) Considere el simbolo de predicado binario < y las interpretaciones Zp y Zy tal que:
» Zg(dom) =R y Zg(<) es el orden usual sobre R.
» Iny(dom) =Ny In(<) es el orden usual sobre N.
Escriba dos formulas « y 5 que cumplan las siguientes propiedades:
) IpEa y Iy
n) g By InE B

b) Demuestre que la siguiente oracién es satisfacible, esto es, existe una interpretacién Z
que la satisface:

Vo VooV Vyo (21 = 11 A z2 = yo A P21, 22)) = P(y1,y2))

Solucion

a) 1) Definimos la siguiente férmula
a=VaVy((r <yANy#zx) > z@e<zAz<yANz#zANz#Yy))

que establece la existencia de un nimero diferente entre todo par de ntimeros
distintos. Esta formula es satisfecha por la interpretacion Zg dado que para todo
par de numeros reales a,b podemos encontrar otro real ¢ = “TH’ Sin embargo,
esta formula no es satisfecha por Zy. Por ejemplo, si tomamos a =0y b =1 no
podemos encontrar ningin nimero natural entre ellos.



b)

11) Definimos la siguiente férmula
B = JaVy(z < y)

que establece la existencia de un elemento minimo en el dominio de la interpretacion.
Esta formula es satisfecha por Zy dado que el cero es el menor niimero natural.
Sin embargo, 8 no es satisfecha por Zr, dado que los reales no tienen un menor

J 9
elemento.

Sea
P = V:EN:EQVyl‘v’yg((ml =y1 NTa =Y A P(951, IEQ)) — P(y1>y2))

Para los predicados binarios =y P(,-), se define la interpretacién Z tal que
» Z(dom) =N\ {0}
= Z(P) se interpreta como la relacién de divide a, es decir
P(z,y) siy solo si existe k € N tal que zk =y

Mostraremos que Z |= ¢, como tenemos 4 cuantificadores universales, tomaremos
cuatro elementos 1,2, %1, y2 arbitrarios del dominio tales que P(x1,x) es cierto,

Ty =Yy T2 =Y.

Como P(z1, x2) se cumple, sabemos que existe k € N tal que z1k = x5. Luego aplicando
la igualdad de la hipétesis:
1k =22 < yik = yo

de manera que se cumple P(y;,y2). Luego, como la implicancia es cierta para una
eleccion arbitraria de elementos, concluimos

Iy

Pauta (6 pts.)

a)

= 1.0 pts. por definiciéon correcta de férmula o.

0.5 pt. por justificacién de que o cumple lo pedido.

1.0 pts. por definicién correcta de férmula .

0.5 pt. por justificacién de que S cumple lo pedido.

0.5 pts. por definir el dominio.

1.0 pts. por dar nterpretacién del simbolo P.

» 1.5 pts. por demostrar que Z |= .

Puntajes parciales y soluciones alternativas a criterio del corrector.



