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Requisitos
= La tarea es individual. Los casos de copia seran sancionados con la reprobacién del
curso con nota 1,1.

= Entrega: Hasta las 23:59:59 del 31 de agosto a través del buzon habilitado en el sitio
del curso (Canvas).

e Esta tarea debe ser hecha completamente en TEX. Tareas hechas a mano o en
otro procesador de texto no seran corregidas.

e Debe usar el template I TEX publicado en la pagina del curso.

e Cada solucién de cada problema debe comenzar en una nueva hoja. Hint: Utilice

\newpage

e Los archivos que debe entregar son el archivo PDF correspondiente a su solucién con
nombre numalumno . pdf, junto con un zip con nombre numalumno.zip, conteniendo
el archivo numalumno.tex que compila su tarea. Si su codigo hace referencia a
otros archivos, debe incluirlos también.

» El no cumplimiento de alguna de las reglas se penalizard con un descuento de 0.5 en
la nota final (acumulables).

= No se aceptaran tareas atrasadas.

= Si tiene alguna duda, el foro de Canvas es el lugar oficial para realizarla.



Problemas

Problema 1
a) Considere la siguiente recursién definida para todo n € N:
bp =3
b,=2-n-b,_1
Demuestre por induccion que b, = 3-2" - n!

b) Sea P = {z € N | x es par, z > 0}. Dados n,m € P, decimos que m es un p-factor de
n si existe k € P tal que k- m = n. Ademads, decimos que ¢ € P es un p-primo si no
tiene p-factores.

Demuestre por induccién que todo elemento de P tiene factorizacién p-prima (i.e. puede
ser expresado como un producto de p-primos).
Solucion

a) Demostraremos la propiedad utilizando el Principio de Induccién simple sobre los
naturales.

BI: Para n = 0 tenemos que
bp=3-2"-01=3

HI: Suponemos que
b,= 3-2"-n!,conn>0

TI: Debemos demostrar que
bpp1 =3-2" . (n+1)!
Por definicion de la recursion:

Por hipétesis inductiva:

bpy1=2-(n+1)-3-2"-nl (1)
=32 (n+1) n! (2)
=3-2"" . (n+1)! (3)

Por induccion tenemos entonces que b, = 3 - 2™ - n! para todo n € N como queriamos
demostrar.q



Pauta (3 pts.)
e (.5 pto. por caso base.
e (.5 pto. por hipdtesis de induccion.
e 2 ptos. tesis de inducciéon y concluir.
Puntajes parciales y soluciones alternativas a criterio del corrector.
b) Demostraremos la propiedad utilizando el principio de induccién fuerte sobre P.
BI: Para n = 2 la factorizacion p-prima es si mismo, ya que 2 es p-primo.

HI: Suponemos que para todo k < n perteneciente a [P existe una factorizacién p-prima

de k.
TI: Debemos demostrar que n tiene factorizacion p-prima. Tenemos 2 casos:
i) Si n es p-primo, entonces su factorizacién p-prima es si mismo.

ii) Sin no es p-primo, entonces deben existir p-factores s,t € P tales que n = s-t.
Es claro que s,t < n y como pertenecen a P deben cumplir la hipotesis de
induccion y pueden ser expresados como un producto de p-primos:
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Finalmente podemos escribir la factorizacion p-prima de n como

n:HSZHtj
( J

Pauta (3 pts.)
e (.5 pto. por caso base.
e (.5 pto. por hipdtesis de induccién.
e 2 ptos. tesis de induccién y concluir.

Puntajes parciales y soluciones alternativas a criterio del corrector.



Problema 2

Dado un conjunto A, definimos el conjunto de los A-remolinos R 4 como el menor conjunto
que cumple las siguientes reglas:

l.Vxe A x € Ry
2. Vo,ye A
mr—yERs Y —2xERS

xz Y
L] | € RA, | € R4
Yy x
Para las siguientes reglas considere que R € R4 y que x,y € A.

3. Sea un A-remolino de la forma R — x. Todos los siguientes son A-remolinos:

R — =z Y
R—az—y | |
Y R — =z
4. Sea un A-remolino de la forma x — R. Todos los siguientes son A-remolinos:

|
r — R

y—ax — R

< — 8

R
5. Sea un A-remolino de la forma |. Todos los siguientes son A-remolinos:
x

< — 8 —
8 —
8 —

x
6. Sea un A-remolino de la forma |. Todos los siguientes son A-remolinos:
R

H— 8 —<



A modo de ejemplo, el siguiente es un N-remolino:
3

| |
3

|
27 — 1 —

a) Defina la funcién size : R4 — N, la que recibe un A-remolino y retorna el nimero de
elementos de A que contiene. En el caso del ejemplo anterior, size(R) = 9.

b) Considere la siguiente definicién inductiva para el origen de un A-remolino:
origin: Ra — A

1. Vz € A, origin(x) =

2. Ve,ye A
» origin(x — y) =z, origin(y — x) = x
z Y
w origin | | | =z, origin | | | =2
y T

Para las siguientes reglas considere que R € R4 y que x € A.
3. origin(R — x) = origin(R).
4. origin(x — R) = origin(R).

R

5. origin | | | = origin(R).
T
T

6. origin | | | = origin(R).
R

Note que con esta definiciéon, un A-remolino puede tener multiples origenes.

Demuestre que el nimero de origenes de un A-remolino R es igual a size(R).



Solucién

a) = Casos base: Vz,y € A, definimos:

y T
size(r) =1, size(z—y) =2, size(y—zx) =2, size| || =2, size| ]| ]| =2

z Y

s Caso inductivo: Para cualquier A-remolino R/, definido en los puntos 3, 4, 5 y
6 del enunciado, definimos:

size(R') = size(R) + 2

Pauta (3 pts.)
= Casos base: 1 pto.
= Caso inductivo: 2 ptos.
Puntajes parciales y soluciones alternativas a criterio del corrector.
b) Demostremos la propiedad mediante el Principio de Induccién Estructural:
BI: Sean z,y € A.

Sea R; = x. El tnico origen posible de Ry es x, luego
#origenes(Ry) = 1 = size(Ry).

Sea Ry = x—vy. Los unicos origenes posibles de R, son z e y, luego
#origenes(Ry) = 2 = size(Ry).

Sea R3 = y—ux. Los tunicos origenes posibles de R3 son x e y, luego
#origenes(R3) = 2 = size(R3).

Y
Sea R, = |. Los unicos origenes posibles de R, son x e y, luego

T
#origenes(Ry) = 2 = size(Ry).

x
Sea Rs = |. Los unicos origenes posibles de Ry son x e y, luego

Y
#origenes(Ry) = 2 = size(Ry).

HI: Supongamos que para un A-remolino de cualquiera de las siguientes formas



donde R € R4 y x € A se cumple que su nimero de origenes es igual a su size.

TI: Por demostrar que para los A-remolinos R’ construidos usando las reglas 3, 4, 5
y 6 se cumple que #origenes(R') = size(R').

Sin pérdida de generalidad, supongamos que R’ es de la forma R — = — y
(los demés casos se demuestran andlogamente). Por la regla 3 de la definicién
de origin tenemos que origin(R — x — y) = origin(R — z). Por HI sabemos
que #origenes(R — x) = size(R — z), y luego todos los elementos de R — x
seran origenes de R’. Luego, si demostramos que y es origen, demostramos que
#origenes(R — v — y) = size(R — ©z — y).

Notemos que como R tiene al menos un elemento, deben existir 7 € A, R” € R4
tales que al menos una de las siguientes igualdades es cierta:

OR—x—y:ac”—R”

:E//
e R—z—y— |
RII
R//
e R—z—y-— |
$//

Luego por las reglas 4, 5 o 6 de la definicién de origin tenemos que:
origin(R — x — y) = origin(R")

Como R’ resulta de sacarle un elemento a R’, podemos usar la HI nuevamente, y
tenemos que

#origenes(R") = size(R")

y entonces todos los elementos de R” son origenes. En particular, y es origen de
R", y por lo tanto de R — x — y. Por lo tanto, como todos los elementos de
R — x junto con y son posibles origenes de R’, concluimos que

#Horigenes(R — © — y) = size(R — © — y)
Se sigue por induccién estructural que #origenes(R) = size( R) para cualquier A-remolino.

Pauta (3 pts.)
= (.5 pto. por caso base.
= 0.5 pto. por hipétesis de induccién.
= 2 ptos. tesis de induccién y concluir.

Puntajes parciales y soluciones alternativas a criterio del corrector.
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