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PAUTA INTERROGACION 2

Pregunta 1
Sea A un conjunto y ~ C A x A una relacién de equivalencia. Demuestre que el conjunto cuociente A/~ es
una particién de A.
Solucién:
Se demuestran las siguientes tres propiedades:
1.VX €A/~ . X#£0
Sea X € A/ ~ . Se quiere demostrar que X # ()

Por definicién de A/ ~, sabemos que existe un = € A tal que X = [z]., entonces por la propiedad 1
de las clases de equivalencia (Va € A. x € [z].), se tiene que:

=T € [7]~
=>zeX
Por lo tanto, X # ()

** También, se puede justificar usando la definicién de las clases de equivalencia, argumentando que
la relacién es relfeja

Dado lo anterior la distribucién de puntaje es la siguiente:

(1.5 Puntos) Por desarrollo
(0.5 Puntos) Por justificacién
2. UA/ ~=A

Sea A/ ~= {[z]~ € A | x € A}. Utilizando esta definicién, se debe demostrar que |JA/ ~C Ay
ACUA/ ~.

= Por definicién de A/ ~, se obtiene directamente que | JA/ ~C A
» ACJA/ ~. Sea z € A.

= Por definicién de A/ ~ se tiene que [z]. € A/ ~ y, por propiedad 1 de la definicién de clases
de equivalencia, se obtiene x € [z]~.

=zeclJA/ ~
Por lo tanto, | JA/ ~= A.

Dado lo anterior la distribucion de puntaje es la siguiente:



(0.5 Puntos) Por mostrar que [JA/ ~C A
(1.5 Puntos) Por mostrar que A C |JA/ ~. (1 Punto sin justificacién).

VX YeA/~ . X#AY 52 XNY =0 Sea XY € A/ ~ tales que X #Y.

= Sabemos que existen z,y € A tales que [z]. = X y [y]. =Y.
= Usando la propiedad 2 de clases de equivalencia se tiene que como [z]. # [y]~, entonces x 7 y.

= Finalmente usando la propiedad 3 se obtiene x % y — [z]~ N [y]~ = 0.

Por lo tanto concluimos que X NY = 0.

Dado lo anterior la distribucion de puntaje es la siguiente:

(0.5 Puntos) Por llegar al primer item correcto.
(0.75 Puntos) Por segundo item. (0.5 Puntos sin justificacién).

(0.75 Puntos) Por tercer item. (0.5 Puntos sin justificacién).

Pregunta 2
Para I C N, decimos que I es un intervalo si existen a,b € N tal que:
I={ce{0,...,n}|a<c<b}

y lo denotamos por [a,b]. Sea X = {[a,b] | a,b € Ny a < b}, esto es, el conjunto de todos los intervalos en N.

Se define la relacion R C X x X entre intervalos tal que (I, I3) € R si, y solo si, para todo a; € I; y para
todo ag € I se cumple que a; < as. Por dltimo, sea R” la clausura refleja de R.

Pregunta 2.a
Demuestre que R" es un orden parcial sobre X.
Solucién:

PD: R" es orden parcial.
Para esto, es necesario demostrar que la relacion es refleja, antisimetrica y transitiva.

= Refleja:
Como R" = RU{(I,I)|I € X}, entonces por definicién, para todo I € X, (I,I) € R", y por tanto es
refleja.

» Antisimetrica:
Suponga que (I1,15) € R"y (Is,I;) € R".
PD: Il = IQ
Como R" = RU{(I,I) € X}, entonces tenemos dos posibles casos: (1) (I1,13) € {(I,I) | I € X}y
(IQ,Il) S {(171) | Ie X}, 0] (2) (Il,IQ) € Ry (IQ,Il) € R.

(1) Si (Iy,12) € {(I,I)| I € X}, entonces se cumple que Iy = Is.
(2) Si (I1,1) € Ry (I2,]1) € R: como I e I son intervalos, suponga que I; = [a1,b1] y que
Iy = [ag, ba], luego:
e Como (I1,15) € R, entonces by < as.
e Como (I2, 1) € R, entonces by < ay.



Por ende, si juntamos lo anterior, queda:
a1 <by <ay<by<a

Por lo que se debe cumplir:
G =b=ax=by=a

Y por lo tanto:
I =1, =[a,a)

= Transitiva:
Suponga que (I1,1z) € R" y que (I2,I3) € R"
PD: (I,,I;) € R"

(1) Si I} = I o Iy = I3, entonces tenemos directamente que (11, I3) € R".

(2) Sily # Ioy I # Is, entonces (I1,12) € Ry (I2,I3) € R. Como I3, I, y I3 son intervalos, entonces
sea I1 = [a1,b1], Iz = [a2,b2] v I3 = [as, b3]. Demostraremos que (I, I3) € R, y para eso tomemos
cualquier a € I; y a’ € Is.

PD:a<a’
e Como a € I y (I1,12) € R, entonces a < as.
e Como d’ € I3y (I2,13) € R, entonces as < a'.

Por lo que se cumple a < o, y por ende se cumple que (11, I3) € R, lo que implica que (I1,I3) € R".

Dado lo anterior la distribucién de puntaje es la siguiente:

1 Punto) Por la demostracién de la propiedad refleja.

0.25 Puntos) Por la demostracion del caso (1) de la propiedad antisimetrica.

0.25 Puntos) Por la demostracion del caso (1) de la propiedad transitiva.

(
(
(0.75 Puntos) Por la demostracién del caso (2) de la propiedad antisimetrica.
(
(0.75 Puntos) Por la demostracién del caso (2) de la propiedad transitiva.

) (1)
) (2)
) (1)
) (2)

Pregunta 2.b
Demuestre que existe S C X con S # ) tal que S NO tiene elemento minimo segin R".
Solucién:

Para responder esta pregunta, un ejemplo bastaba. Un ejemplo posible es S = {I1,I5} con I} = [1,3] y
I> = [2,4]. Después habia que demostrar que no tiene minimo:

» Como3€l,2€ry2< 3, entonces (I1,I5) ¢ R".
» Como4 €Iy, 3€l;,y3<4,entonces (I2,I1) & R".

Entonces, como I; e I son incomparables, S no tiene minimo.

Dado lo anterior la distribuciéon de puntaje es la siguiente:

(2 Puntos) Por encontrar un ejemplo de S.

(1 Punto) Por demostrar correctamente por qué se cumple que S no tiene minimo.



Pregunta 3
Sea A un conjunto, y S,T C A x A ambas relaciones de equivalencia sobre A. Demuestre que:

SoT =ToS <« SoT esuna relacién de equivalencia.

Solucién:
(=) Suponiendo S oT =T o S, debemos demostrar que S o T sea una relacién de equivalencia:

= Refleja:
Dado que S y T son reflejas, Va € A.(a,a) € SA (a,a) € T.
Luego por la definicién de S o T, Va € A.(a,a) € SoT, por lo que es refleja.

= Simétrica:
Sea (a,b) € SoT, como SoT =ToS, (a,b) €T oS. Por lo tanto
Jze Afa,z) €T N(2,b) €S

que puede ser reescrito como
Jze A(z,b) e SA(a,z) €T

y luego, dado que las relaciones S y T son simétricas, tenemos que (b,z) € S A (z,a) € T y asi
(b,a) e SoT

= Transitiva:
Sea (a,b), (b,c) € S oT entonces:
Jzy € Aa,z1) € SA(z1,0) €T
Jzg € A(b,z2) € SA(22,¢) €T

Y dado que (z1,22) € T o S ya que (21,b) € T A (b,22) € S, por lo tanto, como SoT =T o S ocurre
que:
(21,22) € SoT

dzs € A.(Zl,Zg) €SA (2’3,2’2) eT

Como S y T son transitivas
(a,23) € SN (23,¢) €T

y entonces (a,c) € SoT

.S oT es una relacién de equivalencia.

(<) Suponiendo que S o T es una relacién de equivalencia, para demostrar que S oT = T o S, se busca
probar que SoT CToSyToSCSoT.

(1) En primer lugar, sea (a,b) € SoT, por la simetria de S oT se tiene que también (b,a) € SoT. Luego,
por la definicién de composicién se cumple que

Jze A(bz) € SA(z,a) €T
Ahora, dada la simetria de S y T se tiene que
Jze€ A(z,b) € SA(a,2) €T

Ademas, por definicién de composicién dado que 3z € A.(a,z) € T A (z,b) € S entonces (b,a) € T o S.
Asi queda demostrado que S C T.



(2) De manera andloga, sea (a,b) € T oS, por definicién de composicién se tiene que
Jze€ Afa,z) €T N(2,b) €S
Luego por simetria de S y T también se cumple que
Jze A(z,a) eTAN(bz) €S

Finalmente dado que 3z € A.(b,2) € SA(z,a) € T, se tiene que (b,a) € SoT, y por simetria de SoT,
también (a,b) € SoT. Asi queda demostrado que T'o S C SoT.

Quedando demostrado que SoT CT oSy T oS C SoT, se ha probado que SoT =T oS dado que SoT
es una relacién de equivalencia.

Dado lo anterior la distribucién de puntaje es la siguiente:

0.5 Puntos) Por concluir que S o T es refleja.
1 Punto) Por concluir que S o T es simétrica.
1.5 Puntos) Por concluir que S o T es transitiva.

0.7 Puntos) Por plantear y utilizar la simetria de S o T para demostrar SoT C T o S.

0.7 Puntos) Por plantear y utilizar la simetria de S y T para demostrar T oS C SoT.

(
(
(
(
(0.7 Puntos) Por plantear y utilizar la simetria de S y T para demostrar SoT C T o S.
(
(
(0.7 Puntos) Por plantear y utilizar la simetria de S o T' para demostrar T oS C SoT.
(

)
)
)
0.1 Puntos) Por concluir SoT CTo S.
)
)
)

0.1 Puntos) Por concluir To S C SoT.

Pregunta 4

Sea F = {f :N — N| f es inyectiva}. Demuestre que el conjunto F es no-numerable.
Solucién:

Supongamos que F' es numerable.
Entonces existe una forma de listar los elementos de F'. Suponemos que ese orden es:

vaflanv"'

con f; : N — N inyectiva para i > 0



Consideremos la siguiente tabla:

0 1 2 3
fo fo(0)  fo(1) fo(2) fo(3)
fi A0) AQ) f1(2) AB)
) f2(3)

Definimos la funcién g : N — N dada por:

g(i) =1+i+ Y ful(k)

k=0

Para la demostracion se debe probar que ¢ es inyectiva:
Sean i # j (SPDG i < j)

g(i) =1+i+ ) ful(k)
k=0

gi) =1+i+G—i)+>_ fak)+ > fulk)

k=0 k=i+1

=g+ G =)+ Y fulk)

k=i+1

Como j>i—j—i>0y g(j) > g(i)
Entonces g(j) = g(i). Esto prueba que g es inyectiva.

Como g es inyectiva, debe aparecer en la lista de F', i.e en alguna fila de la tabla.
Supongamos que aparece en la fila m.

fm(m) # g(m) =1+ m+ > fi(k)
k=0

=1+m+ Y fulk)+fm(m)
k=0

>0

Como g(m) # fm(m)¥m € N, g no aparece en la lista. Como es funcién inyectiva de N a N, debiera aparecer,
lo que es una contradiccion.
.. F' no es numerable.

Dado lo anterior la distribucién de puntaje es la siguiente:



(1 Punto) Por encontrar una secuencia cualquiera sobre las funciones, para demostrar la enumerabi-
lidad

(2 Puntos) Por encontrar una funcién que no esté en la secuencia
(2 Puntos) Por demostrar que la funcién es inyectiva

(1 Punto) Por concluir que el conjunto no es numerable.



