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Instrucciones

= La duracién de la interrogacion es de 2 horas.

Durante la evaluacién no puede hacer uso de sus apuntes o slides del curso.

Rellene sus datos en cada hoja de respuesta que utilice.

Cada pregunta debe responderse en hojas separadas.

Entregue al menos una hoja por pregunta.

e Si entrega la pregunta completamente en blanco, tiene nota minima 1.5 en vez de
1.0 en la pregunta entregada.

Escriba sus respuestas con lapiz pasta. Por el uso de lapiz mina usted pierde el derecho
a recorrecion.

Pregunta 1 - Grafos (vista en clases)

Es cierto que en un conjunto cualquiera de 6 personas, siempre hay 3 que se conocen
mutuamente o 3 que se desconocen mutuamente? Demuestre usando grafos.

Solucién

Sea G(V, E) con |V| = 6, buscamos demostrar que G tiene un clique o un conjunto independiente
de tamano 3. Por el teorema visto en clases, esto es equivalente a mostrar que G tiene un
clique o que G lo tiene. Por contradiccién, suponemos que ni G ni G tiene el clique. Sea

v € V tenemos 2 casos:

= v tiene por lo menos 3 vecinos: Sean x,y,z € V los vecinos de v tales que
(v, ), (v,y), (v,z) € E. Una observacién importante es que no pueden existir aristas
entre x, y, z dado que de otra manera de generaria un clique de tamano 3, contradiciendo
nuestra hipétesis. Luego, z,y,z forman un conjunto independiente en G y por el
teorema visto en clases estos vértices mismos forman un clique en G.



= v tiene menos de 3 vecinos: En este caso v no es adyacente con por lo menos 3
vertices de G. Sean x, y, z estos vértices tales que (v, x), (v,y), (v, 2) € E. Luego, z,y, 2
son vecinos de v en G y podemos aplicar el mismo razonamiento del caso anterior para
concluir que x,y, z forman un clique de tamano 3 en G.

Como en ambos casos llegamos a que G o G cuentan con un clique, esto contradice nuestra
hipétesis y por ende G debe ser tal que tiene un clique de tamano 3 o un conjunto independiente
de tamano 3.

Pauta (6 pts.)

= 3 puntos por cada caso.

Puntajes parciales y soluciones alternativas a criterio del corrector.

Pregunta 2 - Relaciones de Orden
Sean (A, <4) vy (B, =p) dos dérdenes parciales. Definimos la relaciéon < sobre A x B como:
(a1,b1) =< (ag,by) siy sélosi (i) ay #asy a; <4 as, 0
(ii) a1 = a2 y by <p by

Demuestre que < es una relacién de orden parcial.

Solucién

Debemos demostrar que = es refleja, antisimétrica y transitiva.

» Refleja: Sea (a,b) € A x B un par ordenado cualquiera. Como sabemos que <p es un
orden parcial, también debe ser refleja y por ende b <p b. Ademas, es claro que a = a
y con esto se cumplen ambas condiciones de (ii), y en consecuencia (a,b) < (a,b).

» Antisimétrica: Sean (ai,b;) y (a2, by) dos pares ordenados tales que

(a1,b1) = (a2,b2) y (az,b2) = (a1,b1)

Debemos demostrar que (a, b1) = (ag, by).

Notemos que la condicién (i) no se puede cumplir para ninguna de las relaciones, ya
que por un lado tendriamos que a; # as v a; =<4 as. Por otro lado, tendriamos que
as # a1y as =4 a1. Y como =4 es un orden y en consecuencia antisimétrica tendriamos
que a; = a9, lo que seria una contradiccion.

Luego, el tnico caso posible es que ambas relaciones cumplan (ii). De acéd obtenemos
que

ap =axy by Xpbyy by =pb



Y como <p es antisimétrica obtenemos que b; = by. De esto concluimos que

» Transitiva: Sean (ay,by), (as,bs)

Debemos demostrar que (ai,b;) =

(a1,b1) = (ag, by)

y (as, b3) pares ordenados tales que
(a17b1> = (CL ) <a27b2) = <a37b3)
(

asz, bsy). Tenemos 4 casos:

1. Si ambas relaciones cumplen (i), tendremos que

a1 #ayy Gy a3y a1 24 a2y G =4 a3

Como =<4 es un orden y por ende transitiva, obtenemos que a; <4 as. Ahora
demostraremos que a; # az. Por contradiccion, si a; = a3z podemos reemplazar
esto en ay =<4 az y obtener as; <4 a;. Como sabemos que a; =<4 ag, por
antisimetria de <4 tendriamos que a; = as, lo que contradice el hecho de que
a; # as. Luego, como a; # az y a3 <4 az se cumple que (aq,b;) < (as, bs).

. Si ambas relaciones cumplen (ii) tenemos que
ar=azyay=az3y b 2pbyy by <pbs
Por transitividad de la igualdad, y por transitividad de <p obtenemos que a; = as
y by <p by y por ende que (ay,b;) =< (as, b3).
. Si la primera relacién cumple (i) y la segunda cumple (ii), tendriamos que
ay #ayy az=azy a; 2aazy by <p b3

Como as = agz, podemos reemplazar az en a; # as y a1 <4 as. De esto obtenemos
a; # a3 y ay <4 ag, es decir, la propiedad (i). Concluimos que (ay,b) = (as, b3).

. Si la primera relacién cumple (ii) y la segunda cumple (i), tendriamos que
m=ayaFayb Jpbya 2aa

Como a; = as, podemos reemplazar a; en as # as y as =4 az. De esto obtenemos
a; # az y ay 34 ag, es decir, la propiedad (i). Concluimos que (aq,b) = (as, b3).

Como en los 4 casos llegamos a (a1, by) = (as, bs3) concluimos que =< es transitiva.

Pauta (6 pts.)
= 1 punto por refleja.
= 2 puntos por simétrica.
= 3 puntos por transitiva.

Puntajes parciales y soluciones alternativas a criterio del corrector.



Pregunta 3 - Funciones y Cardinalidad

a) Demuestre que si A, B son conjuntos enumerables tales que ANB = &, entonces AU B
es enumerable!.

b) Sea {0, 1}* el conjunto de los strings infinitos de la forma agajasas - - -, donde cada q;
es 0 o 1. Demuestre que {0, 1}* no es enumerable.

Solucién

a) Mostraremos 2 soluciones alternativas?.
Soluciéon Alternativa 1

Como A y B conjuntos enumerables podemos enumerarlos en una lista infinita con
indices naturales tal que todos los elementos de A y B aparecen una unica vez cada
uno.

A:{al,ag,ag,...} B:{bhbg,bg,...}
Luego, podemos enumerar los elementos intercalandolos entre ellos
AUB = {ala bl; a2, b27 as, b37 .- }

Para que la enumeracién funcione, todos los elementos de A U B deben aparecer una
unica vez cada uno. Esto es evidente ya que como A y B son enumerables todos
sus elementos aparecen exactamente una vez en sus listas respectivas. Ademas, como
AN B = &, no comparten elementos y por ende no se generan repeticiones en la lista.

Solucion Alternativa 2

Como A y B conjuntos enumerables existen dos funciones f : N - Ay g : N — B
biyectivas. Luego, podemos definir la siguiente funcién biyectiva h : N — AU B

W) = f(2) 2 es impar

q(5) 2 es par

Notemos que h debe ser inyectiva, ya que f y ¢ son inyectivas, y como AN B = &
(no comparten elementos) no se generan colisiones en el recorrido. Ademas, h debe ser
sobre ya que tanto f y g son sobre, y reciben todo el dominio de los naturales en h.

'En caso de utilizar una biyeccién (o enumeracién infinita), debe argumentar por qué su propuesta
corresponde efectivamente a una biyeccién.
2Podrian haber més soluciones posibles, por ejemplo utilizar el teorema de Schréder-Bernstein.



b) Por contradiccién, supongamos que {0,1}* es enumerable. Entonces existe una lista
infinita de {0, 1}“:
Wo, W1, W2, W3, . -
donde cada string en {0, 1}* aparece exactamente una vez.

Notemos que cada w; es una palabra de la forma

W; = AjpA;1A42Q33 .. ., CON aij € {O, 1}
Strings | Representacion por caracteres
Wo Qoo Qo1 Qo2 Qo3 Qog """
w1y 1o G111 Q12 Q13 aiq T
W2 Q20 Q21 Q22 Q23 a24 T
w3 a3p Ga31 A32 Q33 a34 c
Wy g0 Q41 Q42 Q43 Q44 t
1 A4 = 0

Para cada ¢ > 0, definimos a; =
0 A — 1

Sea ahora el string w* = agajasazasasag . .. jAparece w* en la lista?

*

= jw* = wy? No, porque difieren en el primer caracter.

= ;w* =w;? No, porque difieren en el segundo caracter.

*

s jw* = w;? No, porque el i-ésimo caracter de w* es distinto al de w;:
a; # g
Por lo tanto, w* no aparece en la lista —<—
) P

Como {0, 1}* no puede ponerse en una lista, no es enumerable.

Pauta (6 pts.)

a) e 2 ptos por encontrar la enumeracién o biyeccion.

e 1 pto por argumentar por qué es una biyeccion o una enumeracion correcta.

b)

2 ptos por dar una diagonalizacion valida.

1 pto por argumentar por qué es correcta.

Puntajes parciales y soluciones alternativas a criterio del corrector.



Pregunta 4 - Analisis de Algoritmos

(a) Resuelva la siguiente ecuacién de recurrencia:

T(n):{l n=1

T(n—1)+n n>2

(b) Considere una versién modificada del algoritmo MergeSort visto en clases. El algoritmo
TripleMergeSort opera dividiendo la lista original de tamano n en tres sublistas de
tamanos similares. Ademas, se utiliza el algoritmo TripleCombinar que toma 3 listas
ordenadas y las combina en una lista ordenada de n elementos, efectuando para ello
n — 1 comparaciones de elementos en el peor caso.

Determine la complejidad TripleMergeSort en el peor caso.

TripleMergeSort (A,n):

1 ifn<l1:

2 return A

3 else:

s p=|n3]

5 q=[2n/3]

6 A; = TripleMergeSort(A[0,...,p — 1],p)

7 Ay = TripleMergeSort(Alp,...,q —1],q — p)

8 Az = TripleMergeSort(Alg,...,n —1],n —q)

9 return TripleCombinar(A;, Ay, A3)
Solucion

a) Vamos a expandir el caso recursivo:

Tn)=Tn—-1)+n
=Tn-2)+n—-1)+n
=Tn—-2)+n+(n-1)
=(Tn—=3)+n—-2)+n+(n—-1)
=Tn—-3)+n+(n—-1)+(n—2)



Tomamos 7 =n — 1:

b) Como vimos antes, el peor caso es que TripleCombinar tenga que ejecutar n — 1
comparaciones, a la que sumamos la comparacion que se hace para verificar el tamano
de la lista. Entonces, la ecuacion de recurrencia para TRIPLEMERGESORT es:

1 n<?2
T ={ 3 1la)) +7(fzl) 053

Aplicamos el teorema maestro:

ag=2,a0=1,b=3,c=1,d=1,¢cg=1

ay + as = 3, b? = 3' = 3 — Entramos en el segundo caso: a; + as = be

Por lo tanto, T'(n) € ©(n - log(n)).

Pauta (6 pts.)

a e 2 puntos por expandir y reemplazar.

e 1 punto por llegar al resultado correcto.

b) e 1.5 puntos por entregar T'(n) correcto.

e 1.5 puntos por aplicar bien el teorema maestro.

Puntajes parciales y soluciones alternativas a criterio del corrector.



