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Instrucciones

= La duracién de la interrogacion es de 2 horas.

Durante la evaluacién no puede hacer uso de sus apuntes o slides del curso.

Rellene sus datos en cada hoja de respuesta que utilice.

Cada pregunta debe responderse en hojas separadas.

Entregue al menos una hoja por pregunta.

e Si entrega la pregunta completamente en blanco, tiene nota minima 1.5 en vez de
1.0 en la pregunta entregada.

Escriba sus respuestas con lapiz pasta. Por el uso de lapiz mina usted pierde el derecho
a recorrecion.



Pregunta 1 - Relaciones de equivalencia

Sea ~ es una relacién de equivalencia sobre un conjunto A, demuestre que A/~ es una
particion de A.

Solucion

Debemos demostrar que A/~ = {[z] | z € A} es una particién de A. Para esto demostraremos
las tres propiedades que debe cumplir segiin la definicién de particion:

1. VX € A/~, X # @: En clases vimos que toda relacién de equivalencia es refleja y por
ende que Vz € A, z € [z]. Como todos los elementos de A/~ son clases de equivalencia,
es claro que todos son no vacios.

2. U A/~ = A: demostramos subconjunto hacia ambos lados.

» [JA/~ C A: dado un elemento = € | J A/~ por definicién de unién generalizada
y de conjunto cuociente, tenemos que x € [y| para algin y € A. Las clases
de equivalencia de una relacion sélo tienen elementos del conjunto donde estan
definidas, por lo que x € A.

» AC|J A/~:dado un elemento x € A, por teorema anterior sabemos que x € [z].
Dado que [z] es una clase de equivalencia, tenemos que [z] € A/~ y por lo tanto

relJA/~.

3. VX, Y € A/~ si X #Y entonces X NY = &: Todos los conjuntos en A/~ son clases
de equivalencia, y por el teorema visto en clases, sabemos que dos clases de equivalencia
distintas deben tener intersecciéon vacia.

Pauta (6 pts.)

= 1.0 pts por demostrar 1).
= 2.0 pts por cada direccién de 2).

= 1.0 pts por 3).

Puntajes parciales y soluciones alternativas a criterio del corrector.



Pregunta 2 - Induccion

Dada una férmula ¢ en 1égica en 16gica proposicional. La lista de sub-formulas de ¢ se define
como la lista de strings (posiblemente repetidos) v tal que: ¥ es una férmula y ¢ es un
substring de ¢.

Por ejemplo, la siguiente es la lista de subférmulas de =—p — (=p A q):

—p = (7pAq)
-p

—p

p

“pAg

—p

q

Definimos el arbol de parseo de una férmula ¢ como un grafo tal que en sus nodos se ubican
las subférmulas de ¢, empezando por ¢ en la raiz hasta llegar a las proposiciones atomicas
en las hojas del arbol.

Por ejemplo, el siguiente es el arbol de parseo de =—p — (=p A q)

VRN
| VRN
-p -p q
| |
p p

Finalmente, definimos la profundidad de ¢ como la maxima distancia entre la raiz del arbol
y sus hojas. Es decir, la maxima cantidad de aristas para llegar desde la formula ¢ hasta la
proposiciéon maés lejana. Por ejemplo, la profundidad de =—p — (—p A q) es 3.

a) (1 pts) Defina la funcién inductiva NSF(¢) que retorna la cantidad de elementos en la
lista de subférmulas de ¢.

b) (1 pts) Defina la funcién inductiva PROF(y) que retorna la profundidad de ¢.

¢) (4 pts) Demuestre que para todo ¢ € L(P) se cumple que

NSF(QO) < 2PROF(L,0)+1 -1



Solucién
a) Definimos el operador NSF() : L(P) — N inductivamente como:
1. NSF(p) =1, con p € P.
2. NSF(—p) = NSF(¢) + 1, con ¢ € L(P).
3. NSF( * ) = NSF() + NSF(1) + 1, con ¢, € L(P) y * € {A,V, -, 63},
b) Definimos el operador PROF() : L(P) — N inductivamente como:
1. PROF(p) =0, con p € P.
2. PROF(—¢) = 1 4 PROF(p), con ¢ € L(P).
3. PROF(p#*1) = 14+ max(PROF(yp), PROF(1))), con ¢, 9 € L(P) y x € {A\,V,—, < }.
c¢) Por induccién estructural sobre ¢ € L(P):
BI: Si ¢ = p con p € P, tenemos que NSF(yp) = 1 = 201 — ] = 2FROF(9)+1 _ ]
HI: Sea a, 8 € L(P) tales que
NSF(a) < 2PR0F(a)+1 -1
NSF(ﬂ) < 2PR0F(B)+1 1

TT: Mostraremos los pasos inductivos correspondientes a la negacion y a los conectivos
binarios por separado:

o Si ¢ = -, debemos mostrar que NSF(—q) < 2PROFCa)+1 ]
Por definicién de NSF() tenemos

NSF(—a) = 1 4+ NSF(a)
<14 2PROF(@FL g (por hipétesis de induccién)
<14 2PROF(a)+1 — 1+ 2PR0F(a)+1 1 (sumamos 2PROF(a)+1 _ 1)
<9. 2PR0F(a)+1 —1
; o(PrOF(a)+1)+1 _ |

< grROF(C)HL (por definicién de PROF())

o Sig=axf, conx € {A,V,—, <}, debemos mostrar que
NSF(a " ﬁ) < 2PROF(a*ﬁ)+1 -1

Sin pérdida de generalidad, asumiremos que PROF(«) > PROF(f3)!. Luego,



por definicién de NSF() tenemos

NSF (o * 3) = 1 4 NSF(a) + NSF(3)
< 14 2eror(@tl g oPror(B)+L 1 (por hipétesis de induccién)
< 1 2rrorle)dl g gPrRoR(@)FL 9 hor prOF(a) > PROF())
<9. 2PR0F(a)+1 1
; o(PROF(a)+1)+1 _ |

< 2(méx(PR.OF(Oz),PR,OF(ﬁ))+1)+1 -1

< grRoF(axf)H+L _ (por definicién de PROF())

Pauta (6 pts.)

a) = 0.2 pts por caso base.

0.4 pts por paso inductivo negacion.

0.4 pts por paso inductivo conectivos binarios.

=3
~—
u

0.2 pts por caso base.

0.4 pts por paso inductivo negacion.

0.4 pts por paso inductivo conectivos binarios.

0.5 pts por caso base.

o
~—
u

0.5 pts por hipdtesis de induccién.

1.5 pts por paso inductivo negacion.

1.5 pts por paso inductivo conectivos binarios.

Puntajes parciales y soluciones alternativas a criterio del corrector.

!La demostracién funciona de igual manera si PROF(3) > PROF(a)



Pregunta 3 - Légica

a) Considere el conectivo unario V:

p|Vp
0 0
110

Demuestre que {—, V} es funcionalmente completo.

b) Demuestre que el siguiente razonamiento es correcto.
Los gatos que estdn sucios, nadie los lame.
Los gatos que se lamen a si mismos y no estdn sucios, Son siempre persas.
Hay un gato que se lame a si mismo.

Por lo tanto, hay un gato persa.

Solucion

a) En primer lugar, observemos que podemos construir la tabla de verdad de la negacién
s6lo utilizando — y V de la siguiente manera:

ol oV
0 1 1
1 0

con ¢ € L(P). Como sus tablas de verdad son iguales, con esto concluimos que
P = = Vo(x)

Ahora demostraremos que {—, V} es funcionalmente completo.

Como sabemos que C' = {—,—} es funcionalmente completo, demostraremos por
induccion estructural que toda férmula construida usando sélo los conectivos anteriores
es logicamente equivalente a otra férmula que solo usa -y V. Con esto, queda demostrado
que C" = {V,—} es funcionalmente completo.

BI: Si p =p, con p € P, la propiedad se cumple trivialmente.

HI: Supongamos que @, € L(P), que s6lo usan conectivos en C, son tales que ¢ = ¢’
y ¥ =1, donde ¢', 1)’ sélo usan conectivos en C’.

TI: Consideraremos una férmula 6 construida con los pasos inductivos para los operadores
en C:



HI
) 0=(p—=1vY) = (¢ = ),y como ¢, ¢ sélo usan conectivos en C’, 6 es
equivalente a una férmula que sélo usa conectivos en C'.

i) 0 = (—y) z (~¢') = (¢ — V), y como ¢, 1)’ sélo usan conectivos en €', 6

es equivalente a una férmula que sélo usa conectivos en C”.

Por induccion estructural, concluimos que cualquier férmula construida utilizando los
conectivos de C' es equivalente a otra que sélo utiliza conectivos de C’, y por ende, C’
es funcionalmente completo.

Definimos primero los siguientes predicados:
S(z): x estd sucio. P(x): x es persa. L(z,y): y lame a z.

Podemos modelar el problema de la siguiente forma:

Ve (S(x) = Vy(=(L(z,y)))  (#1)
Vo((L(z,z) A=S(z)) = P(x)) (p2)
JzL(x,x) (3)

P (z) ()

Podemos reescribir las féormulas como un conjunto de clausulas aplicando la regla de
implicancia y De Morgan de la siguiente manera:

Vavy(=S(z) V —L(z,y))  (#1)
Va(=L(x,z)V S(z)V P(z)) (¢2)
JxL(z,z) (¢3)

JwP(x) (¢)

Queremos demostrar entonces que {1, 2, v3} | 1. Lo haremos demostrando que el
conjunto X = {1, @2, 3, 7} es inconsistente usando resolucion.

(1)  FazL(z,z) Y3 € X

(2) L(a,a) especificacion existencial de (1)
(3) Va(-L(xz,x)VS(z)V P(x)) @€

(4) —L(a,a)V S(a)V P(a) especificacion universal de (3)
(5) S(a)V P(a) resolucién de (2) y (4)

(6) VaVy(~S(@)V-Lz.y) ¢ eT

(7)  —=S(a) VvV —L(a,a) especificacién universal de (6)
(8) P(a)V-L(a,a) resolucion de (5) y (7)

(9) Pla) resolucion de (2) y (8)

(10) Vz—P(z) RCESIY

(11) —P(a) especificacion universal de (10)
(12) O resolucion de (9) y (11)



Pauta (6 pts.)

a) = (.5 pts por caso base.

0.5 pts por hipétesis de induccién.

0.5 pts por paso inductivo conectivo binario.

1.5 pts por paso inductivo negacién (incluye equivalencia légica).

o
~—r
u

0.5 pts por plantear predicados.

1.0 pts por plantear conjunto de férmulas inconsistente.

1.5 por resolucion.

Puntajes parciales y soluciones alternativas a criterio del corrector.

Pregunta 4 - Conjuntos

Sea A un conjunto y 7 C P(A), decimos que T es una topologia sobre A si cumple lo
siguiente:

s JAET
= Si S C 7T entonces | JS €T
» Si X,Y €T entonces XNY €T

a) (1 pts) De un ejemplo de una topologia sobre A = N.

b) (5 pts) Sea A un conjunto, considere la siguiente coleccién de conjuntos:
T={XCA| X =2 o X°tiene una cantidad finita de elementos}

Muestre que 7 es una topologia sobre A2,

Solucién

a) Podemos elegir la topologia 7 = {&,P,I, N}, donde P, I corresponden al conjunto de
los niimeros pares e impares respectivamente.

Notar que también se podian elegir topologias triviales como P(A) o {&, N}.
b) Mostraremos que 7 cumple las 4 propiedades necesarias para ser topologia.

i) @ € T se cumple de manera trivial por la definicién de 7.

2Puede considerar que A es un conjunto universal sano. Ademds, considere que la unién de conjuntos
finitos resulta en un conjunto finito.



ii)

iii)

iv)

A € T: Notemos que A es un conjunto universal sano y por lo tanto A¢ = &,
como el conjunto vacio no tiene elementos, cumple con tener una cantidad finita
de ellos y por ende obtenemos que A € T.

Sea S C T arbitrario, mostraremos que | J S € 7. Utilizando la notacién alternativa
US = Uyxeg X, notemos que
UX:{x|E|X€Stalquex€X}

Xes

Aplicando complemento sobre la definicion del conjunto obtenemos
(U X) ={z|VX eStal que z & X}
Xes
- ﬂ X

Xxes
Por definicién de interseccién, cualquier X’ € S arbitrario es tal que:

[ xccx”

xes

Como X' € 7T, X'° tiene una cantidad finita de elementos. Luego [)y.g X®
también debe tener una cantidad finita de elementos (ya que es subconjunto
de X'°). Finalmente, como (Jy.gX¢ = (UyesX)  es finito, concluimos que

Uxes X €T.
Sean X,Y € T arbitrarios, mostraremos que X NY € 7. Aplicando la ley de De
Morgan:

(XNY)*=X°Uuye

Dado que X,Y € T, se debe tener que X€¢ e Y tienen finitos elementos y por
ende X°U Y también es finito. Como (X NY)* = XU Y* es finito concluimos
que XNY €T.

Pauta (6 pts.)

a) 1 pts. por dar ejemplo de topologia en N.

b)

0.5 pto por i)

1.0 pto por ii)
2.0 pto por iii)
1.5 pto por iv)

Puntajes parciales y soluciones alternativas a criterio del corrector.



