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Interrogacion 1
16 de Abril de 2024

Preguntas e incisos en blanco se evaltian con nota 1.5 proporcional.

Pregunta 1

(a) (3 ptos.) Considere la sucesién a,, para n > 0 definida de acuerdo con

a():l, a1:3, a2:9,
Gnp =0Qp-1+3-ap_—2+3-ap,_3 paran>3

Demuestre por induccién que para todo n > 0 se cumple que a,, < 3".

(b) (3 ptos.) Sean ¥ C L(P) un conjunto de férmulas proposicionales y ¢, férmulas de £(P).
Demuestre que si ¥ = ¢ y XU {¢} |= ¢, entonces X |= 9.

Solucién

a) Demostraremos el resultado usando induccién fuerte sobre n.

» Casos base: para n € {0, 1,2}, se tiene que

a = 1 < 39
a = 3 < 3!
a = 9 < 32

» Hipétesis inductiva: suponemos que para todo k < n, con n > 3, se cumple que a;, < 3.

= Tesis inductiva: demostraremos que a,, < 3". Tenemos que

an = Gp-1+3-an—2+3-ay,—3 (definicién de ay)
< 371 43.37243.3"3 (hipétesis inductiva)
— 3n—1 4 3n—1 + 3n—2
S 3. 3n—1
- 3

Por lo tanto, a,, < 3™ para todo k, lo que prueba lo pedido.



b) Sean ¥ un conjunto de férmulas y ¢, ¢ férmulas proposicionales tales que ¥ = ¢ y XU {p} =
1. Sea ademds o una valuacién tal que o(3) = 1. Demostraremos que o (1)) = 1 para concluir
lo pedido. En efecto,

oX)=1 = oa(p)=1 (por 3 = ¢)
= o0(XU{¢})=1 (unién de conjuntos satisfechos por o)
= o) =1 (por ZU{p} = 9)

de donde se concluye que 3 = 1.

Pauta (6 pts.)

a) = 1.0 pto. por los tres casos base.

0.5 pts. por hipdtesis inductiva correctamente planteada.

0.5 pts. por utilizar definiciéon de a,.

1.0 pto. por demostrar correctamente la tesis.

=
n

1.0 pto. por deducir o(p) = 1.

1.0 pts. por la unioén.

1.0 pto. por obtener o(y)) =1 y concluir.

Puntajes parciales y soluciones alternativas a criterio del corrector.

Pregunta 2

Considere M médicos, P pabellones y C cirugias agendadas para un dia dado. Queremos asignar a
los médicos disponibles a las distintas cirugias, suponiendo que el dia tiene 24 bloques de 1 hora,
durante los cuales los pabellones estan disponibles y que las cirugias duran una cantidad entera
de horas dada por T, para cada cirugia ¢, con 1 < ¢ < C. Ademaés, contamos con una tabla de
compatibilidad cirugia-pabellén. Para cada cirugia ¢, con 1 < ¢ < C, y pabellén p, con 1 < p < P,
definimos:

1 sila cirugia ¢ puede ser realizada en el pabellén p
c,p = .
0 en caso contrario

Para construir una férmula ¢ tal que ¢ sea satisfactible si y sélo si existe una calendarizacién
adecuada de todas las cirugias, considere las siguientes variables proposicionales:

" Ty cptt Serd verdadera si el médico m realiza la cirugia c en el pabellén p durante la hora ¢
» k.p: Deberd representar nuestras constantes K.,
Modele las siguientes restricciones en légica proposicional:
(a) (1 pto.) Inicializacién de las variables k.

(b) (1 pto.) Las cirugias solo pueden ser realizadas en pabellones adecuadas para ellas.



()
(d)

(e)

(f)

(1 pto.) Los médicos solo pueden ser asignados a una cirugia a la vez.

(1 pto.) Si un médico es asignado a una cirugia, debe seguir asignado a la cirugia durante
toda su duracion.

(1 pto.) Si un médico es asignado a una cirugia, no podréa realizar otra cirugia por al menos
8 horas desde el término de la cirugia.

(1 pto.) Todas las cirugias deben tener exactamente un médico asignado durante su duracién.

Solucién

a)

Inicializacién de las variables k..

Utilizamos la férmula ¢x para la inicializacién de las variables k., dada por

C
YK ;:/\ /\ kep N /\ ~kep
c=1

1<p<P: 1<p<P:
K. p=1 K¢ p=0
(*) Otras notaciones como (¢,p) : K., = 1 también deberian ser aceptadas para los subindices de las

conjunciones.

Las cirugias solo pueden ser realizadas en pabellones adecuadas para ellas.
Utilizamos la férmula ¢p dada por

M C P 24

Yp = /\ /\ /\ /\ (mm,c,p,t — kc,p)

m=1c=1p=1t=1

(*) Nétese que la expresién entre paréntesis también puede escribirse como cualquiera de sus equivalencias,

como (“Tm,c,p,t V ke,p), incluyendo su contrapositivo (—ke,p — “Tm,c,p,t)

Los médicos solo pueden ser asignados a una cirugia a la vez.

Lo expresamos con la férmula oy dada por:

M C P 24

YU = /\ /\ /\ /\ Tm,e,pt —* /\ T, pit

m=1c=1p=1t=1 1</ <C
c'#c

(*) Aca igualmente hay varias escrituras de la férmula que son vélidas, notablemente separar la conjuncién

del consecuente en dos partes, paral < ¢ <c—1lyparac+1<c <C



d) Si un médico es asignado a una cirugfa, debe seguir asignado a la cirugia durante toda su
duracién.

Para esta pregunta asumiremos que T, < 24, pues en caso contrario la férmula es trivialmente
insatisfactible. Utilizaremos la férmula ¢ dada por

M C P T (T—Te+1) (t+Te—1)
= AAN Vo= Vo N\ amen
m=1c=1p=1 = =t

Intuitivamente, esta formula nos permite expresar que si médico estd asignado a la cirugia c,
entonces debe estar asignado a los T, periodos comprendidos entre t y t+7,.—1 para la cirugia
y pabellén dados, para un comienzo dado en el tiempo ¢, que puede ser a lo mas T'— T, + 1
(para empezar a tiempo). Otra alternativa, algo més compleja, es definirlo como:

M C P (

m=1c=1p=1

Te
xm7c7p7]‘ % A xm7c7p7t /\
t=2
T—T.+1 t+Te—1
/\ (_L%‘m7c’p7t_1 /\ $m7c’p7t) % A xm7c?p7t/ /\
t=2 t'=t+1
T-1
$m7C7p’T % A xm7c7p7t /\
t=T—To+1
T-1 t—1
/\ (MTmep i+l A Tmept) = /\ Tm,c,p,t!
t=T, t'=t—T.+1

Aqui, intuitivamente, hacemos una implicancia sobre el tiempo de inicio de la cirugia y sobre
el término de la cirugia. Para la primera mitad, si el primer periodo es t, forzamos que la
cirugia contintie durante los 7. — 1 periodos que le siguen. Puesto que esto nos podria dejar
con cirugias mas cortas, hacemos lo andlogo para el término de la cirugia. Si el iltimo periodo
de la cirugia es t, forzamos que la cirugia esté en proceso durante los T, — 1 periodos que le
preceden.

(*) Varias otras férmulas son posibles, y nétese que no establecemos restricciones sobre estar més de Te horas
en la cirugia, pero no es problema si hay alguna subrestriccién que lo implique. Nétese también que todos los
subindices deben ser validos (en particular, indices menores a ¢ = 1 0 mayores a t = T son invélidos y deberfan
incluir un descuento) y que ademas las cirugias deben cumplir las 7. horas como minimo, por lo que cada mitad
por si sola no es suficiente. Una alternativa puede incluir una de las mitades de la primera férmula con alguna

L .. . T—Te.+1
otra restriccién que fuerze el largo minimo T, por ejemplo, algo como V/,_; et (

Tm,c,p,t A xm,c,p,t«l»chl) (debo
tener un inicio y término de la cirugfa con largo T¢) o algo como A,_,_ 11 Tm,ept Ner—r_r 12 Tme,p,t!
= x = X ,

(la cirugia debe empezar en un tiempo de a lo mds T'— T 4 1). Finalmente, nétese que en la segunda férmula



propuesta, el caso t = 1 es especial, puesto que si la variable es verdadera, la cirugia empieza en ese tiempo.

Para los demads tiempos, determinamos el inicio si la variable en el tiempo que le precede es falsa.

Si un médico es asignado a una cirugia, no podra realizar otra cirugia por al menos 8 horas
desde el término de la cirugfia.

Utilizamos la férmula ¢, dada por:

M C P T-1 P min{T,t+8}
= AANN | @menenomepisa) /\ AN AN
m=1c=1p=1 t=1 p=1  t'=t+1

(*) Aqui también varias otras férmulas son posibles, pero esta versién es suficientemente simple. Nétese que
los indices deben ser todos validos. Acd se usa la funcién min por simplicidad, pero otras formas de lograrlo

pueden ser validas.

Todas las cirugias deben tener exactamente un médico asignado durante su duracion.

Utilizamos la férmula dada por ¢ = pr A px donde

cC M P T
eri=|{ AV V Vaucn
c=1m=1p=1t=1
M C P T
S VN EVAYZ Y N
m=1c=1 p:lt:l 1<m <Mp/_ 1¢'=1

m'#m

Intuitivamente, la férmula ¢j; nos dice que toda cirugia debiera ser realizada al menos por
algiin médico en algin pabellén en algin tiempo, y la formula ¢ x nos dice que si la cirugia ¢
es realizada por el médico m en alguno de los pabellones en algtin tiempo, entonces no puede
ser realizada por ningin otro médico, en ningin pabellén ni tiempo.

Otra alternativa razonable de solucién es juntar ambas como sigue.

c M P T P T
AV IV Vemee | AL A NN wmewe

c=1m=1 p=1t=1 1<m/<M p'=1t'=1
m'#m
Intuitivamente, la férmula nos dice que para toda cirugia, hay algiin médico tal que en algin
periodo y en algtin pabellén, ese médico realiza la cirugia y ningtin otro médico puede realizarla
en ningun pabellén o tiempo. (*) Como en las demds preguntas, otras férmulas son posibles. La mitad
del puntaje debe ir a que la férmula efectivamente implique que al menos un médico realice la cirugia, mientras
que la segunda mitad a que a lo mas un médico la realice. Como en las demés preguntas, los indices deben ser

validos para obtener el puntaje completo.



Pauta (6 pts.)

1 pto. por cada férmula correcta. Hay descuentos parciales cuando las féormulas tienen indices
incorrectos, si no alcanzan a expresar por completo lo solicitado o si no se justifica alguna suposicién
importante. Férmulas totalmente incorrectas no reciben puntaje. Otros puntajes parciales y soluciones
alternativas quedan a criterio del corrector.

Pregunta 3

Considere la interpretaciéon Z tal que Z(dom) = N y que interpreta = como igualdad y los simbolos
de predicado P, @, R, S de acuerdo con
P(xz): x es un nimero primo.

Q(z,y): x es menor o igual a y.
R(z): « es un nimero compuesto.
S(z,y,2z): x+y=-=z.

Recuerde que un nimero primo es aquel que solo es divisible por 1 y por si mismo, y que un nimero
compuesto no es primo. El niimero 1 por convencién no se considera primo ni compuesto.

(a) (4 ptos.) Construya una oracién ¢ en légica de predicados tal que Z = ¢ si y solo si la
siguiente propiedad se cumple

“Hay infinitos numeros primos tales que, para cada uno de ellos, existe un numero
compuesto cuya suma con el primo da como resultado otro numero primo.”

(b) (2 ptos.) Demuestre la correctitud de su férmula.

Solucion
Parte (a)

Se busca una oracién ¢ en légica de predicados que exprese la siguiente propiedad:

“Hay infinitos nimeros primos tales que, para cada uno de ellos, existe un nimero
compuesto cuya suma con el primo da como resultado otro nimero primo.”

Para formular esto, utilizamos los siguientes simbolos de predicado definidos en la interpretacién
I

P(x) : x es un nlimero primo.
R(zx) : x es un nimero compuesto.

S(z,y,2z):x+y ==z
La oracion en légica de predicados, ¢, se formula entonces como:
Va(P(x) — Jy3z(R(y) A P(2) A S(2,y,2)))

Esta expresa que para todo niimero z, si x es primo, entonces existen ntimeros y y z tales que y es
compuesto, z es primo, y la suma de x y y resulta en z.



Parte (b)

Para demostrar que ¢ es correcta:

1. Si la interpretacién T satisface ¢, entonces para cada nimero primo z, existe un ntimero
compuesto y y otro niamero primo z tal que x + y = 2. Esto coincide con la propiedad de
que hay infinitos nimeros primos = para cada uno de los cuales existe al menos un nimero
compuesto y que al sumarse a x da como resultado otro ntimero primo z.

2. Si se cumple la propiedad de que para cada nimero primo x existe un nimero compuesto y
tal que = + y es primo, entonces para cada x primo, podemos encontrar un y compuesto y un
z primo que satisfacen x + y = z, lo que implica que Z = .

Puntaje:

= 4 ptos por llegar a la formula o a una equivalente.

= 2 ptos por la demostracion.

Puntajes parciales y soluciones alternativas a criterio del corrector.

Pregunta 4

Sabemos que una clausula es una disyuncién de literales. Una cldusula de Horn es una clausula que
tiene a lo mas un literal sin negaciéon. Decimos que una férmula proposicional es férmula de Horn
si es una conjuncién de cldusulas de Horn.

Sea P un conjunto de variables. Dadas dos valuaciones @1, @2 : L(P) — {0, 1}, se define la valuacién
01 ® oo como aquella que para cualquier variable proposicional p € P asigna el valor

(01 ® 02)(p) = min{oy(p), o2(p) }

y que evalta los conectivos logicos A, V, —, <> tal como se estudié en clases.

(a) (1.5 ptos.) Defina inductivamente el conjunto de las cldusulas de Horn con variables proposicionales
en P.

(b) (1.5 ptos.) Defina inductivamente el conjunto de las férmulas de Horn con variables proposicionales
en P. Sugerencia: tome como caso base una clausula de Horn.

(c) (3 ptos.) Sea ¢ una cldusula de Horn. Demuestre, usando induccién, que si o1(p) = 1y

o2(p) = 1, entonces (01 ® o2)(p) = 1.

Solucién
Parte (a)

Una clausula de Horn es una clausula légica que tiene a lo mas un literal positivo. Las clausulas de
Horn se definen inductivamente como sigue:

= Caso Base:



e Un literal negativo —p o un literal positivo p es una cldusula de Horn.
= Paso Inductivo:

e Si C es una cldusula de Horn que contiene a lo méas un literal sin negacién, entonces
C'V —q también es una cldusula de Horn, donde g € P.

e Si C es una clausula de Horn que contiene solo literales negados, entonces C'V r también
es una cldusula de Horn, siempre y cuando r sea el tinico literal sin negacién en la nueva
clausula y r € P.

Parte (b)

Las férmulas de Horn son conjunciones de clausulas de Horn. La definicion inductiva de las férmulas
de Horn se establece de la siguiente manera:

s Caso Base:
e Una clausula de Horn es una formula de Horn.
= Paso Inductivo:

e Si ¢y 0 son férmulas de Horn, entonces 1 A 0 es también una férmula de Horn.

Parte (c)

Sea ¢ una cldusula de Horn y sean o1 y o2 dos valuaciones tal que o1(¢) = 1y oa2(p) = 1.
Necesitamos demostrar que bajo la valuacién o1 ® o9, se cumple que (o1 ® 02)(¢) = 1. La valuacién
01 ® o9 se define como (01 ® 03)(p) = min{o1(p),o2(p)} para cualquier variable proposicional p.
Demostraciéon por induccién en la estructura de ¢

Base inductiva:

= Si ¢ es un literal positivo p, entonces o1(p) = 1y o2(p) = 1. Por lo tanto,
(01 ® 02)(p) = min{o1(p), o2(p)} = 1.

» Si  es un literal negativo —p, entonces o1 (—p) = 1y o2(—p) = 1, lo que implica que o1(p) = 0
y o2(p) = 0. Asi,
(01 ® 02)(p) = min{oy(p), o2(p)} =0
y entonces,
(01 ®02)(—p) = 1.

Paso inductivo:

= Supongamos que ¢ = C'V{, donde C es una clausula de Horn y ¢ es un literal que mantiene ¢
como una cldusula de Horn. Por hipétesis inductiva, asumimos que si 01(C) =1y 02(C) =1,
entonces (01 ® 02)(C) = 1.



» Sioi(p) =1y oa(p) =1, esto puede ser porque 01(C) =10 01(¢) =1 (y similarmente para
03). Si ambos, C' y ¢, evaldan a 1 bajo alguna de las valuaciones, entonces por la hipétesis
inductiva y la base inductiva, (61 ®02)(C) =10 (01 ®02)(¢) = 1, respectivamente. Por tanto,

(01 ®02)(p) = 1.
Puntaje:
= 1 ptoen (a).
= 1 pto en (b).
= 1 pto por caso base en (c).

» 2 ptos por paso inductivo y conclusion en (c).

Puntajes parciales y soluciones alternativas a criterio del corrector.



