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Problemas

Pregunta 1

a) Sean p,1,0 € L(P)y ¥ C L(P). Demuestre que
(¢ =)= EU{pd} 0o XU{p} =0)

Solucion
Sean ¢,9,0 € L(P)y ¥ C L(P)

Por demostrar. (¢ — ¢) = (BU{p, Y} EF < XU{p}E0)

Dado que estamos tratando con una implicancia, basta con tomar como hipétesis® a (¢ — )
y luego demostrar (XU {p, v} F 8 & XU {p} F0).

Por demostrar. XU {p, v} EO<= X U{p}EH

Ahora debemos demostrar la doble implicancia, por lo tanto debemos demostrar ambos lados
de la afirmacién.

Hacia la derecha (=)

Por demostrar. XU {p,} E0 =X U{p}F0

Nuevamente estamos en caso de una implicancia simple, en este caso tomamos XU {p, 9} F 0
como nuestra hipétesis?, ahora sélo resta demostrar ¥ U {¢} F 6

Por demostrar. ¥ U {p} E 0

Tomemos una valuacién 7 tal que 7(X U {¢}) = 1 arbitraria. Luego, 7 debe ser tal que
7(¢) = 1. Ademss, por hipétesis! se debe tener que 7(1) = 1.



Ahora, usando la definicién de satisfacibilidad de conjuntos, se debe tener que 7(XU{¢, ¥ }) =
1 y como por hipdtesis? sabemos que ¥ U {p, v} E 6, es posible concluir que 7(6) = 1.

Finalmente como 7 es arbitrario se puede concluir que X U {p} F 6. O
Con esto, se concluye que XU {p, v} F0 =X U{p}F 0 ]
Hacia la izquierda (<)

Por demostrar. XU {p, Y} E0 <X U{p}F0O

Nuevamente estamos en caso de una implicancia simple, en este caso tomamos ¥ U {¢} F 0
como nuestra hipétesis®, ahora sélo resta demostrar ¥ U {¢, ¥} F 0

Por demostrar. XU {p, 9} E 0
Tomemos una valuacién 7 tal que 7(X U {p,9}) = 1 arbitraria.

Ahora, por definicién de satisfacibilidad de conjuntos se debe tener que 7(X U {¢}) =1y
como por hipétesis® sabemos que ¥ U {¢} F 6, es posible concluir que 7(6) = 1.

Finalmente como 7 es arbitrario se puede concluir que X U {p, 1} E 6. O
De aqui se concluye que XU {p, Y} FO <X U{p}E 6 O

Como hemos demostrado la doble implicancia en ambos sentidos, podemos concluir que 3 U
{p, v} FO & XU{p}FO O

Habiendo demostrado (X U {p, v} F 6 & X U {¢} F 0) usando (¢ — 1) como hipétesis,
finalmente concluimos que

(=)= EU{p v} FbieEU{p}tE0)

Pauta (3 pts.)

e 1 pto. por implicancia global ((y — ¥) = (ZU{p, ¥} E 0 SU{p}=0)).

e 1 pto. por demostrar equivalencia (<) hacia la derecha (=).

e 1 pto. por demostrar equivalencia (<) hacia la izquierda (<).

e Puntajes intermedios de cada item a criterio de correcciéon del ayudante.
En clases definimos el conectivo X0R, al cual le asignaremos el simbolo V.

Sea

C={~V



Demuestre que C' no es funcionalmente completo.
Hint: Analice la cantidad de valuaciones que hacen verdaderas a las férmulas formadas con C' e infiera qué

férmulas no podra formar.

Solucion
Sea C' = {—,V}.

Por demostrar. C no es funcionalmente completo.

Sea ¥¢ una férmula formada sélo con los conectivos en C. Es posible conjeturar en base a
simple inspeccién que la cantidad de valuaciones que satisfacen a ¥¢ es par. Por lo tanto,
existen férmulas en L(P) que no seran posibles de construir sélo con los conectivos en C'. Por
ejemplo, si P = {p1, p2}, p1Vp2 tiene 3 valuaciones que la hacen verdad. Luego, si demostramos
que toda féormula construida con los conectivos en C es satisfecha por una cantidad par de
valuaciones, demostraremos lo pedido.

De manera de ser méas formales, sea 1) € L(P). Definamos la funcién modelos : L(P) — N tal
que
modelos(1)) = n < 1) tiene exactamente n valuaciones que la satisfacen

Luego, demostraremos que modelos(¢) = 2k con k € N, con P = {p1,..., pn} ¥n > 1.

Por demostrar. modelos(y©) = 2k con k € N, con P = {p1,...,p,} Vn > 1.
Se procederd por induccién estructural:

CB Sea ¢ = p, con p € P. Dado que la tabla de verdad debe tener 2" posibles valuaciones
y que exactamente la mitad de las filas de las tablas deben hacer verdad a p, podemos
concluir que

n

2
modelos(1p®) = 5= 2n—1 = 9(2n72)

HI Supongamos que se tienen 1,92 € L(P) construidas con los conectivos C' tales que
modelos(p1) = 2k; y modelos(p2) = 2ky con ki, ke € N.

TI o Sea 1) = —p;. Para toda valuacién 7 se debe tener que 7(¢1) =1 = 7(¢)) =0y
T(¢1) = 0= 7(¢p) = 1. Luego, como se tienen 2" posibles valuaciones, por hipé6tesis
se puede concluir que

modelos(1)) = 2" — modelos(y1) = 2(2"_1 — k1)



o Sea 1) = 1 Y ¢o. En este caso, la férmula serd verdadera sélo cuando ¢; 6 @2 sean
verdaderos, pero no ambos. Luego, por hipétesis de induccién se puede concluir que

modelos(y)) = modelos(p1) + modelos(p2) — 2modelos(p1 A p2)
= 2(k1 + k2 + modelos(v1 A p2))

O]

Finalmente, como se tiene que la cantidad de valuaciones que satisfacen a las férmulas en
C es siempre par, concluimos que no es posible formar p; V po y por ende C' no puede ser
funcionalmente completo. O

Pauta (3 pts.)

e 1 pto. por notar una propiedad de los modelos (e.g. existe una cantidad par).

0.5 pto. por Caso Base.

0.5 pto. por Hipdtesis de Induccién.

1 pto. por Tesis de Induccién.

Puntajes intermedios de cada item a criterio de correccién del ayudante.

Pregunta 2

Demuestre que para todo n € N la resta entre n y la suma de sus digitos es multiplo de 3.

Solucion

Sea n € N con k digitos. Podemos escribir n = dj ... dg_1dg.

k
Por demostrar. n — > d; = 3p con p € N.
i=1

Alternativa 1 Procederemos por induccién simple sobre el nimero de digitos.

CB: Sea n un ntmero con 1 digito, entonces se tiene

1
n—Zdi:n—n:O:Z’)xO.
i=1



HI: Supongamos que para todo ntimero con k digitos se cumple que

k

n—ZdZ-:SpcoanN. (1)
i=1

TI: Debemos demostrar que un nimero n con k + 1 digitos cumple con la propiedad.

Sea n’ = | 7% | un nimero con k digitos. Es posible reescribir (??) de la siguiente forma:
10 g

k+1 k+1 k k
n— Z dilen’+dk+1— Z d; = 10n' — Zdi:9n’—|—n'— Zdz
=1 =1 =1 =1

Aplicando nuestra hipétesis de induccién

k+1
n—ZdZ':Qn’—?)pcoanN
i=1
k+1
n—Zdi =3(3n’ — p) con p € N.
i=1

Alternativa 2 Para facilitar la demostracién, escribiremos n = dp_q...dy. Notemos entonces
k=1

que n = »_ 10" - d;. Luego, podemos reescribir la igualdad a demostrar como
i=0

k—1
n—> di=3p
=0

k—1 k—1
107 di =D di=3p
=0 =0

k—1

> 10" d; — d; = 3p

i=

E
—

(10" —1) - d; = 3p

<.
Il
o

Entonces, mostrar que (10 — 1) = 3p’ para todo i € N y con p’ € N basta para demostrar la
propiedad requerida. Procedemos por induccion simple sobre i:

CB: i=0: Tenemos que 10° -1 =1-1=0=3-0.
HI: Supongamos que se cumple que (10" — 1) = 3p/, para algin p’ € N.

TI: Debemos demostrar que (10! —1) = 3p”, para algtin p” € N. Desarrollando el lado izquierdo
obtenemos que:



10" —1=10-10" —1=9-10" + 10" — 1 2 9. 10" + 3p' = 3(3 - 10" + p),

y como claramente 3 - 10" + p’ € N, tomamos p” = 3 - 10" + p/, con lo que demostramos la
propiedad para i = n + 1.

O

Pauta (6 pts.)
= 1 pto. por Caso Base.
= 1 pto. por Hipdtesis de Induccion.
= 4 pto. por Tesis de Induccién.

= Puntajes intermedios de cada item a criterio de correccién del ayudante.

Pregunta 3

a) (Es valido el siguiente argumento? Demuestre formalmente.
e Premisa 1: Todos los albos son borrachos.
e Premisa 2: Algunos cruzados no son borrachos.

e Premisa 3: No hay hinchas cruzados y albos a la vez.

e Conclusién: Ningin cruzado es borracho.

Solucion

En primer lugar, debemos reescribir el argumento usando la sintaxis de légica de predicados:
o vy = Vz(A(x) — B(z))
e« p2= T(C(z) A-Bx))
e p3= —A(Cla) AA))

o Y= Vz(C(z) - —~B(x))

Sea X = {p1, 2, p3}, sabemos que ¥ F ¢ < (X,1)) es valido, por lo que basta con encontrar
una estructura que satisfaga a 3 pero no a i para mostrar que el argumento no es valido.

Alternativa 1



Por demostrar. El argumento (X,) no es vélido.

Consideremos la siguiente estructura:

§ = (N, z es primo, z es impar, z es compuesto)

Luego, basta con interpretar la estructura como:

A(z) = x es primo
B(x) = x es impar

C(z) = x es compuesto

Evaluando en X:
e § F 1, ya que todos los niimeros primos son impares.
e § F ¢2, ya que existe un nimero natural compuesto y par (e.g. 8).
e § F ¢3, ya que no existe un nimero natural compuesto y primo a la vez.

Sin embargo, tenemos que § ¥ 1, ya que si existe un nimero natural compuesto que es impar
(e.g. 21), por lo que § E X pero § ¥ 9.

De aqui concluimos que X ¥ 1 y por ende el argumento (X, ) no es vélido.

Alternativa 2

Por demostrar. El argumento (X,1)) no es valido.

Consideremos la siguiente estructura:

§= <N[1,4] ={1,2,3,4},A={1},B={1,2,3},C = {3,4})

Luego, basta con interpretar la estructura como:

Alz)=z€ A
B(x)=x€B
Clx)=z€C

Evaluando en X:
e § F 1, ya que todos los elementos del dominio que pertenecen a A pertenecen a B.

e § F 9, ya que existe un elemento en el dominio que pertenece a C'y no a B (4).



e T F ¢3, ya que no existe elemento en el dominio que pertenezca a C'y A a la vez.

Sin embargo, tenemos que § ¥ 1, ya que si existe un elemento en el dominio que pertenece a
C'y pertenece a B a la vez (3), por lo que § F X pero § ¥ 9.

De aqui concluimos que X ¥ ¢ y por ende el argumento (3,) no es vélido.

Pauta (3 pts.)
e 1 pto. por expresar argumento en Logica de Predicados.
e 1 pto. por encontrar una estructura.
e 1 pto. por demostrar que el argumento no es vélido.
o Explicar por qué la estructura satisface > y no (.
o Mencionar que no hay consecuencia légica debido a lo anterior.
e Puntajes intermedios de cada item a criterio de correcciéon del ayudante.
Considere las siguientes estructuras:
A = (N, <), 2y = (Z, <), Az = (Q, <™), As = (QN[0,1], <™)

Construya cuatro férmulas en légica de predicados {goi}f}:l, de tal forma que para cada i €
{1,2,3,4} se tenga que ¢; es verdad para la estructura 2;, pero falsa para el resto de las
estructuras definidas.

Solucion

Debemos notar que para cada una de las estructuras solo una de las cuatro férmulas serd
verdadera, es decir, la férmula debe distinguir a cada estructura. En particular, las férmulas
van a distinguir propiedades del dominio de cada una de las estructuras.

Sean las siguientes féormulas:

©Pdenso ZVCUVy(x <y — ElZ(LL’ < zNz< y))
®Pminimo = HxVy((ﬂU < y) \ (*T = y))

Entonces, construimos las férmulas:
® 1 = (T¥denso /A Pminimo)
® ¥2 = ("Pdenso N "¥Pmimimo)
® 03 = (Pdenso N "Pminimo)
(

® Y4 = (Pdenso A (Pml'nimo)



Pauta (3 pts.)
e 0.75 pto. por férmula ¢; Vi € {1,2,3,4}.
e Se debe explicar cada una de las férmulas.

e Puntajes intermedios de cada item a criterio de correcciéon del ayudante.

Pregunta 4

Usted ha sido contratado por el denominado “so-Légico” para cursar su practica profesional.

Su primera tarea a realizar es encargarse de la asignacion de animales en las jaulas del recinto.
En concreto, usted tiene que distribuir n animales en m jaulas, de manera que ningin animal esté
libre.

Ademas, cada jaula tiene capacidad méaxima para tres animales. Finalmente, su jefe le entrega una
base de datos D de depredadores, que tiene una tabla con dos columnas, en la que cada tupla (fila)
es un par (7,7) que representa el hecho que el animal i depreda a j. Como podra intuir, usted no
puede permitir que un depredador esté en la misma jaula con su presa. En esta pregunta usted
debe construir una formula ¢ € L(P) tal que:

© es satisfacible
=

existe una asignacién de animales que cumple con las restricciones descritas.

Solucién

En primer lugar, debemos definir nuestro conjunto P de variables proposicionales:
P = {p;; | El animal i esta en la jaula j}
Luego, consideremos las siguientes féormulas:
= En primer lugar necesitamos un formula que indique que todos los animales estan enjaulados:
n m
Penjaulado = /\ \/ Dij
i=1 \j=1

= Ademads, necesitamos una férmula que especifique que un animal no estd en dos jaulas a la

vez:
n m
Yaval = N\ | A Pij — A —pa
i=1 \j=1 I#j

= Por otro lado, un depredador y su presa no pueden estar en la misma jaula:

Pdepreda = N\ <;n\ (par — _‘pjl))

(i,j)eD \i=1



» Finalmente tenemos que especificar que la cantidad de animales en cada jaula no es mayor a
3

m

Peapacidad = /\ /\ Pirl A\ Digl N\ Dig1 — /\ Pkl
I=1\ (i1,32,i3)€{1,...,n}3 k#i1F#i2#i3
11719,01#£13,12713 0<k<n

Para concluir, basta con tomar

¥ = Penjaulado A Ydual A Pdepreda A Pcapacidad

Pauta (6 pts.)
= 1 pto. por construir variables proposicionales (p;;).
= 1 pto. por féormula que obligue que todos los animales estén enjaulados.
= 1 pto. por férmula que evite que un animal esté en dos jaulas distintas.
= 1 pto. por férmula que evite que depredadores y presas estén en la misma jaula.
= 1 pto. por féormula que evite que hayan mas de 3 animales por jaula.
= 1 pto. por férmula final (conjuncién de férmulas anteriores).

» Puntajes intermedios de cada item a criterio de correccién del ayudante (incluyendo error en
indices o férmulas parcialmente correctas).

= Si el alumno o alumna construye alguna férmula que abarca méas de una férmula de la pauta,
se considera 1 pto. por férmula abarcada.



