PonTIFIiCcIA UNIVERSIDAD CATOLICA DE CHILE
DEPARTAMENTO DE CIENCIA DE LA COMPUTACION
IIC1253 - MATEMATICAS DISCRETAS

Examen

6 de diciembre de 2022
Profesores: Fernando Sudrez - Sebastian Bugedo - Nicolds Alvarado

Instrucciones
= La duracién del examen es de 2:30 horas.
= Durante la evaluacion no puede hacer uso de sus apuntes o slides del curso.
= Rellene sus datos en cada hoja de respuesta que utilice.
» Cada pregunta debe responderse en hojas separadas.
= Las preguntas del examen estdn etiquetadas como materia nueva o materia antigua.
= Todas las preguntas de materia nueva son obligatorias.
= De las preguntas de materia antigua, debe responder 2.

e Debe entregar sélo las preguntas seleccionadas de materia antigua y todas las de materia
nueva.

e Si entrega la pregunta completamente en blanco, tiene nota minima 1.5 en vez de

1.0 en la pregunta entregada.

» Escriba sus respuestas con lapiz pasta. Por el uso de lapiz mina usted pierde el derecho
a recorrecion.

Pregunta 1 - Materia antigua

Un conjunto de férmulas proposicionales ¥ es redundante si existe una férmula « tal que
Y\ {a} E a, es decir, si existe « tal que al extraerla del conjunto X, es consecuencia l6gica
del conjunto resultante.

Ademas, decimos que X es redundante de a pares si existen «, f € X con « # [ tales que

{a} E 5.

a) Demuestre que si existen «, 5 € ¥ con o # f y o = f3, entonces ¥ es redundante.
b) ;Es cierta la siguiente afirmacién? Demuestre.

Si Y es redundante, entonces es redundante de a pares.



Solucién

a) Sea ¥ un conjunto de férmulas proposicionales cualquiera y sean «, 3 € X tales que
a # [y a= [, mostraremos que ¥\ {a} = a.

Sea ¢ una valuacién cualquiera tal que (X \ {a}) = 1. Como § € X, o(f) = 1. Como
a = 3, sabemos que o(«) = 1. Por lo tanto ¥ \ {a} = a y concluimos el conjunto ¥
es redundante.

b) Proporcionamos un contraejemplo para argumentar que la afirmacién es falsa. Definimos
Y ={p,q,p < q}. Probaremos que este conjunto es redundante, pero no es redundante
de a pares, para lo cual consideramos la tabla de verdad de las formulas involucradas

Plalpeg
010 1
10| o
0[1] o0
11| 1

Para mostrar que es redundante, consideramos o = p <+ ¢. Vemos de la cuarta fila de
la tabla, que la tnica valuacién que satisface 3 \ {a} también satisface a a.

Para mostrar que X no es redundante de a pares, debemos comprobar tomando férmulas
a, f € ¥ que no hay consecuencias 16gicas {a} = f.

{p} = p <> ¢ no se cumple (fila 2)
{p} E q no se cumple (fila 2)
{p +> ¢} = p no se cumple (fila 1)

{p <+ ¢} = q no se cumple (fila 1)
{q} E p no se cumple (fila 3)
{q¢} = p + ¢ no se cumple (fila 3)

Pauta (6 pts.)
a) 3pts.

b) = 1pt. por mencionar falsedad de la afirmacion.

= 2pts. por dar un contraejemplo correcto y argumentar.

Puntajes parciales y soluciones alternativas a criterio del corrector.

Pregunta 2 - Materia antigua
a) Sean A, By C conjuntos, demuestre que A\(BUC) = (A\B)\C.

b) Sean R y S relaciones de equivalencia sobre un conjunto A. Demuestre que R NS es
una relaciéon de equivalencia sobre A.



Solucién

a) (C) Sea a € A\(B U (). Debemos demostrar que a € (A\B)\C.

ac AA(BUC) =acANnaé¢ (BUC) (def diferencia)
=acAN(a¢ BANa¢C) (def. unién y De Morgan) (1)
= (acANa¢ B)Na¢gC (asociatividad)
= a € (A\B)\C (def. diferencia)

Concluimos que A\(BUC) C (A\B)\C
(D) Sea a € (A\B)\C. Debemos demostrar que a € A\(B U C).

ac (A\B)\C =ac(A\B)ANa¢C (def diferencia)
= (a€ANa¢ B)Na¢gC (def diferencia)
=a€AN(a¢ BNha ¢ C) (Asociatividad) (2)
=a€AN(a ¢ BUC) (def union y De Morgan)
=ac A\(BUC) (def diferencia)

Concluimos que (A\B)\C C A\(BUC). Y por lo tanto A\(BUC) = (A\B)\C.

b) Sean Ry S relaciones de equivalencia en un conjunto A. Mostraremos que RN .S es de
equivalencia.

» Refleja: Dado a € A se tiene que si (a,a) € Ry que (a,a) € S. Luego, por
deifnicién de interseccion tenemos que (a,a) € RN S. Como a es arbitrario se
cumple para todo elemento de A y concluimos que RN S es refleja.

» Simétrica: Suponemos que (a,b) € RNS. Por definicién de interesccién, sabemos
que (a,b) € Ry (a,b) € S. Luego, como Ry S son simétricas, se tiene que
(b,a) € Ry (b,a) € S. Finalmente, por definicién de interesccién obtenemos que
(b,a) € RN S, concluimos que RN S es simétrica.

» Transitiva: Suponemos que (a,0) € RN Sy (b,c) € RN S. Por definicién de
interesccién, sabemos que (a,b) € Ry (a,b) € S,y que (b,c) € Ry (b,c) € S.
Como Ry S son transitivas, obtenemos que (a,c) € Ry (a,c) € S. Por definicién
de interesccién conclumos que (a,c) € RN S y por ende que RN S es transitiva

Pauta (6 pts.)

a) 1.5 ptos por cada direccion.
b) 1 pto por cada propiedad.

Puntajes parciales y soluciones alternativas a criterio del corrector.



Pregunta 3 - Materia antigua
a) Sea [}, la sucesion de Fibonacci, definida por
FO - O
Fr=1
Fn: n—1+Fn—27vn22
Demuestre que F, 1 - Fj,; 1 — F? = (—=1)™

b) Sean a,b,c,d € R tales que a < by ¢ < d, demuestre que [a, b] ~ [c,d]'.

Solucion
a) Demostraremos por induccién simple sobre 7.
= Caso base. Paran =1
FoFy—F2=0—1=(-1)
= Hipodtesis inductiva. Suponemos
Fooy - Fop — F} = (—1)"
» Tesis inductiva. Buscamos demostrar que

Fn . Fn+2 o F2+1 — (_1)TL+1

n

Usando la definicion recursiva de F}, ;5 en el lado izquierdo obtenemos

Fn'Fn+2—F3+1 - Fn’(Fn+1+Fn)_Fr?+1
= Fp-Fon +F) = Fy
= Fn+1<Fn_Fn+1)+FT%

Como F,, — F;1 = —F,_4
Foyr- (Fy—Fo) +F} = —Fop - Fy + F

_(Fn+1 'Fn—l _Fs)

(1)1
=

b) Definimos la funcién f : [a,b] — [c,d] dada por la recta

d—rc
b—a

fx) = (r—a)+c

Probaremos que es biyectiva.

1Si utiliza una funcién biyectiva, debe demostrar que su funcién cumple con las propiedades necesarias
para ser una biyeccién.



» Inyectividad. Sean xi, zo € [a, b] tales que f(z1) = f(x2). Por definicién de f

d— d—
b_;(xl—a)—i-c:b_;(xg—a)vLc

de donde se deduce que x; = x».

= Sobreyectividad. Sea y € [c, d]. Es decir,

Yy <d
y—c <d-c¢
(b—a)ly—c) <(b—a)(d—c)
—(y—¢ <b-a

%Ey—c)—l—a <b

o>~

2 oo oo
VARVARVAN VAN VAN
Q Q.

Por lo tanto, existe x € [a, b] tal que f(x) = y.

Pauta (6 pts.)

a) = 0.5 pts caso base.

0.5 pts por HI.

2 pts por TL.

b) 2 ptos por entregar funcion.

1 pto por demostrar o argumentar por qué es biyectiva.

Puntajes parciales y soluciones alternativas a criterio del corrector.

Pregunta 4 - Materia antigua

a) Sean f : N - R* y g : N — R" funciones crecientes tales que f(n) € O(g(n)).
Demuestre que log(f(n)) € O(log(g(n))).

b) Demuestre que en todo grafo deben existir al menos dos vértices con el mismo grado.

Solucién

a) Sea f(n) € O(g(n)). Entonces existen ¢, k reales tal que f(n) < cg(n) para todo n > k.
Entonces, como f, g y log son funciones crecientes, se tiene que

log(f(n)) < logc+log(g(n))

para todo n > k. En particular, existe algin ¢ tal que ¢ > k y logc < log(g(n)). De
esta forma, tenemos que log(f(n)) < 2log(g(n)) para todo n > ¢, lo que implica que

log(f(n)) € O(log(g(n)))-



b)

Consideremos el grafo G = (V, E) con V = {1,...,n}. Sabemos que Yv € V: 0 <
dc(v) < m — 1. Por contradiccién, supongamos que todos las vértices del grupo tienen
un grado distinto dentro del grafo. Esto implica que los grados de todos lo vértices son
distintos. En particular, debe existir un vértice u con dg(u) = 0 (no tiene vecinos) y
otro v con dg(v) = n — 1 (vecinos de todos los vértices), pero esto significa que v es
vecino de u, lo que contradice que u no tiene vecinos.

Pauta (6 pts.)

a)
b)

3 ptos.

3 ptos.

Puntajes parciales y soluciones alternativas a criterio del corrector.

Pregunta 5 - Materia nueva (obligatoria)

Counsidere el sistema

Demuestre que el sistema tiene solucién si y solo si MCD(my, ma)|(a1 — az).

Solucion

(=)

Sea d =MCD(m;,ms). Si el sistema tiene solucién, entonces existe z* € Z tal que
r* = a; + mik, = as + maky para algunos ki, ks € 7Z. De lo anterior, tenemos que
a; — ag = mok; — myky. Finalmente, como d divide a m; y a my (por ser el méximo

comih divisor entre ambos) obtenemos que MCD(my, m2)|(a; — as).

Suponemos d|(a; — as), en otras palabras, existe k € Z tal que a; —ay = dk. Utilizando
el algoritmo extendido de Euclides, sabemos que existen enteros s,t tales que d =
smy + tmg. Si juntamos lo anterior obtenemos a; — as = dk = (smy + tmg)k. Luego
podemos obtener a; + (—sk)my = as + (tk)ms, lo que significa que existe un entero z
tal que z = aj(mod my) y 2z = az(mod my).

Pauta (6 pts.)

a)
b)

4 ptos por (=).

2 ptos por (<=).

Puntajes parciales y soluciones alternativas a criterio del corrector.



Pregunta 6 - Materia nueva (obligatoria)

Considere el siguiente problema:

SAT-3CNF= {¢ | ¢ € L(P) en 3-CNF satisfacible.}

En otras palabras, las instancias Isat-3cnr son todas las formulas de la logica proposicional
en 3-CNF y el lenguaje Lgat-3cnF son todas las formulas en 3-CNF que tienen por lo menos
una valuacién que las satisfacen. Demuestre que SAT-CNF oc SAT-3CNF 2,

Solucién

La reduccion la haremos desde SAT-CNF'. Dado un conjunto C' = {¢y, ..., ¢, } de cldusulas,
construiremos un nuevo conjunto C’ de clausulas de tamano 3 tal que C sea satisfacible si y
sélo si C" sea satisfacible. Sea ¢; € C' definida por los literales {l1, ..., }. El procedimiento
dependera del tamano de la clausula:

k=1.

En este caso ¢; = {l;}. Agregamos variables adicionales {x1,z2} y construimos las
siguientes clausulas: Cz/ = {{ll, xIy, Ig}, {ll, .fl, .TQ}, {ll, xy, I_g}, {ll, J,Tl, .fQ}}

k=2.

En este caso ¢; = {l1,la}. Agregamos una variable adicional z; y construimos las
siguientes clausula: C! = {{l1,ly, 21}, {l1,l2,71}}.

k= 3.
En este caso ¢; = {l, 13,13} ya estd en 3CNF y no la alteramos. Luego C! = {¢;}.
k> 3.

En este caso ¢; = {ly,...,lx}. Agregamos k — 3 variables adicionales {x1,..., 25 3}y
construimos clausulas

Cl={{h,lo,x1}, {71, l5, w2}, {T2, Ly, 23}, .. {@i_s, k1, I} }

Finalmente tomamos C’ = |JC!. Ademds, notemos que la construccién propuesta toma
tiempo polinomial acotado por n - m. Por otro lado, es posible demostrar que la reduccion
es correcta.

(=) Sea C satisfacible. Construiremos una valuacién que satisface a todas las cldusulas

de C’. Para esto usamos la misma valuacién o que satisface C' pero la extendemos
para las variables auxiliares. Cuando k € {1,2,3}, podemos asignar valores de verdad
arbitrarios. En el caso en que k > 3, sabemos que existe un [; € {ly,...,lx} tal que

2Debe demostrar que su reduccién es correcta.



o(lj) =1. 51 j =10 j = 2, entonces la valuacién debe hacer 0 a todas las variables
auxiliares. Si j = k—1 0 5 = k, entonces la valuacién debe hacer 1 a todas las variables
auxiliares. Si k € {3,...,k — 2}, entonces la valuacion debe hacer 1 a todo z, con
p < j—1y0 al resto.

(<) Por contrapositivo, suponemos que C' no es satisfacible. Luego, existe por lo menos un
¢; que no es satisfacible y todos sus /; son 0. Entonces, por construccién todo C! es
falso en el caso en que los [; son 0, y por lo tanto C’ no es satisfacible.

Pauta (6 pts.)

= 1 pto. por caso k = 1.

1 pto. por caso k = 2.

1 pto. por caso k = 3.

1 pto. por caso k > 3.

1 pto. por (=)

1 pto. por (<)

Puntajes parciales y soluciones alternativas a criterio del corrector.



