PonNTIFICIA UNIVERSIDAD CATOLICA DE CHILE
DEPARTAMENTO DE CIENCIA DE LA COMPUTACION
IIC1253 - MATEMATICAS DISCRETAS

Examen

26 de Noviembre de 2018
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Instrucciones

= En cada parte del examen debe contestar al menos dos preguntas. Si contesta las tres, se
consideraran las dos mejores en el cdlculo de su nota.

Use lapiz pasta. Por el uso de lapiz mina usted pierde el derecho a recorrecién.

Rellene sus datos en cada hoja de respuesta que utilice.
= Cada pregunta debe responderse en hojas separadas.
= Entregue al menos una hoja por pregunta.

e Si entrega la pregunta completamente en blanco, tiene nota minima 1.5 en vez de 1.0 en la
pregunta entregada.



Parte A (50 %)

Pregunta 1

a) Demuestre que toda férmula ¢ en légica proposicional es equivalente a alguna férmula ¢ en
DNF.

b) Demuestre que toda férmula ¢ en légica proposicional es equivalente a alguna férmula ¢ en
CNF.

Solucién

Para ambas respuestas considere lo siguiente: P es un conjunto de variables proposicionales y
¢ una férmula proposicional en L(P). Definimos P, = wvar(y), vale decir todas las variables
proposicionales que son nombradas dentro de ¢. Por otra parte llamemos 3. al conjunto que contiene
a todas las valuaciones o : P, — {0,1}

a) Se define v de la siguiente forma:

v= Aol A

o€X : o(p)=1 peP, : o(p)=1 pEP, : o(p)=0

Notemos que por construccién, 1 es una disjuncion de conjunciones y por tanto se encuentra en

DNF.

Por otra parte, cada una de las clausulas representa exactamente la asignacién de verdad de
alguna valuacion que hace verdadera a ¢, por lo tanto, sea o, una valuacién tal que o,(¢) = 1,
entonces existe alguna clausula que se hara verdadera y por tanto o,(1) = 1. De similar forma,
sea oy una valuacién tal que oy(9) = 1, esto implica que alguna clausula C' de 1 es tal que
oy(C) = 1. Recordemos que cada clausula representa exactamente a una valuacién que hacia
verdad a ¢, luego debe ser cierto que oy(¢) = 1. Por lo tanto ¢ = ¢

b) Demostraremos el postulado por induccién estructural sobre L(P) y aprovecharemos lo demostrado
en (a) para facilitar nuestra demostracion.

B.I. ¢ = p para algin p € P. En este caso, ¢ ya estdn en CNF de forma trivial.

H.I. Asumimos que ¢ y % son dos formulas en L(P) tal que ambas tienen férmulas equivalentes
en CNF.

T.I. Queremos demostrar que « tiene una férmula equivalente que se encuentra en CNF. Existen

los siguientes casos:

° yi=p

Sabemos que existe una férmula ¢’ que es equivalente a ¢ y estd en DNF (por lo



demostrado en (a)). Luego:
7=y
Eﬁ(cl\/CQ\/'--\/Cn)
E—|(01V02V"-\/Cn)
= (=CL A=Cy A=+ AN=Ch)
= —|(l171 VANCERIVAN ll,ml) A —|(l2,1 VANREIVAN lg,mz) VANEIRIVAN ﬂ(ln,l VANREIVAN lmmn)
= (—|l171 VeV —\l17m1) A (—|l271 VeV —|127m2) VANREIVAN (—|ln71 VeV _‘ln,mn)
= (D1 ADaAN---NDy)
Esta tltima es una férmula en CNF, luego v tiene equivalente en CNF.

o yi=pVY

Por H.I. sabemos que existen férmulas ¢’ y ¢’ tal que ambas estdn en CNF y son
equivalentes a ¢, ¥ respectivamente. Luego, por reglas de equivalencia légica:

Y=pV
y=¢' vy
v= (D ADE A---ADE) v
y= (DY V') ANDS V) A A (DE V)
N———
v=(Df v (DY ADY A ADEY)A -
v = ((Df v DY) A (D VDY YA A (D VDI A

Lo cual también se puede ver como:

o / w/
v= AV (pf'voy)
1j=1

)

3

Esta dltima claramente se encuentra en CNF, luego ~ tiene equivalente en CNF.

* V=AY

Por H.I. sabemos que existen férmulas ¢, ¢’ tal que ambas estdn en CNF y son
equivalentes a ¢, ¥ respectivamente. Luego, v = ¢’ A ¢/, donde ¢’ A1)’ es claramente
una férmula en CNF.

Pauta
= Para cada inciso 3 puntos por una demostracién correcta y completa.

e Para demostraciones constructivas se asignaran 2 puntos por la construccién y 1 punto
por explicar su correctitud.

e Para demostraciones por inducciéon, se asignard 1 punto por plantear correctamente la
induccién y 2 puntos por el paso inductivo.

Puntajes intermedios a criterio del corrector.



Pregunta 2

a) Sea R una relacién simétrica sobre un conjunto A. Demuestre que R™ es simétrica para todo
n € N.

b) Sea S un conjunto de conjuntos tal que para todo X € S, existe un conjunto Y € S tal que
|X| < |Y|. Demuestre formalmente que para todo X € S, es cierto que |X| < ||JS5].

Solucién

a) Demostraremos exactamente el postulado del enunciado por induccién sobre n:

B.I. Queremos demostrar que R' es simétrica. El enunciado nos da esto, luego la base inductiva
se cumple.

H.I. Asumimos que dado R una relacién simétrica, entonces R™ también lo es.

T.I. Queremos demostrar que R™t! es simétrica. Notemos que
Rn+1 —R"oR
Por supocisién tenemos que R es simétrica, luego, por H.I. también tenemos que R™ es
simétrica.

Sea (a,b) € R™"! por definicién de composiciéon de relaciones, sabemos que existe un
c € Atal que (a,c) € R"y (¢,b) € R. Dado que estas dos tltimas son relaciones simétricas,
sabemos que (b,c¢) € Ry (c,a) € R™. Luego, por definicién de composicién de relaciones,
tenemos que:

(b,a) € Ro R"

Notemos que
Ro Rn — R?’H—l

Luego, (b,a) € R™! y por lo tanto, esta relacién es simétrica.

b) Sea X € S, por enunciado sabemos que existe un Y € S tal que | X| < |Y|. Por definicién, esto
implica que existe una funcién inyectiva

fX7y X =Y
y que no existe una funcién inyectiva
fY,X Y - X

Por otra parte, supongamos que existe una funcién inyectiva fgx : S — X. Dado que Y C S,
podriamos definir
frx 1Y = X tal que fy,x(y) = fs,x(y)

la cual también seria inyectiva. Pero sabemos que fy x no existe, luego fs x tampoco puede
existir y por tanto

S| £ X

o en otras palabras
| X[ <[S]



Pauta
a) = 1 punto por plantear correctamente la induccién
= 2 puntos por demostrar correctamente el paso inductivo

Si el alumno intenta demostrar solo con intuicién, podra tener un méaximo de 1 punto dependiendo
de cuanto se aproxime al paso inductivo

b) = 3 puntos si demuestra correcamente por definiciones de cardinalidad
= 2 puntos si demuestra por intuicién

Puntajes intermedios a criterio del corrector.



Pregunta 3

a) Sean x,n € ZT. Escriba en pseudocédigo un algoritmo eficiente de tipo dividir para conquistar
que calcule z™ mediante el uso de multiplicaciones. Calcule la cantidad de multiplicaciones
realizadas por su algoritmo en funciéon de n y luego indique su complejidad en notacién O.

b) Demuestre que un grafo G(V, E) es conexo si y solo si, para cada particién de V' en dos conjuntos
no vacios, existe una arista que conecta vértices de ambos conjuntos.

Solucién

a) Se define el siguiente algoritmo eficiente para calcular la potencia:
Pow(z,n)

Input: Dos niimeros enteros positivos x y n
Output: ="

1: if n =1 then

2 return z

3: end if

4: Nhalf < L%J

3 POWhpglf < POW(I,nhalf)
6

7

8

9

¢ POWtot < POWhglf - POWhal f
. if x méd 2 =1 then
return powy, - x
. else
10: return pow,t
11: end if

Tenemos que la cantidad de multiplicaciones estd dada por la siguiente ecuacién de recurrencia:
0 sin=1

5])+2 sin esimpar
T(|5])+1 sinespar

El mejor caso viene dado cuando n = 2* para algiin k € N. En ese caso, tenemos que la ecuacién
de recurrencia se ve:

TEM =1+1T(2" Y
TEM) =1+1+T(2%?)

T2Y =k+1T(1)
T2%) =k



b)

Reemplazando por la susticién orignial, tenemos que:

T'(n) = logy(n)
Por otra parte, tenemos que el peor caso estd dado para cuando n = 2F — 1 para algin k € N
tal que k > 1. En ese caso, tenemos que la ecuaciéon de recurrencia se ve:
T —1)=2+T2" "' 1)
TEM 1) =2+24+T(2"2 1)

TRF—1)=2-(k—1)+T(1)
TE2F—1)=2k—-2

Reemplazando por la susticién orignial, tenemos que:
T(n) =2-logy(n) —2

Luego la cantidad de multiplicaciones realizadas por este algoritmo para algin n mayor que 2
seran:
logy(n) <T(n) < 2-[logy(n)] —2

Dado que tenemos T'(n) acotado por d&mbos lados, por definicién de notacién O, si tomamos
c=1yd=2yng=3, tenemos que para todo n > ng:

c-logy(n) < T(n) < d-logy(n)

En consecuencia

T(n) € ©(log(n))

= Supongamos que G es conexo. Dada una particién de V' en conjuntos V1 y Vs, sea u € V;
y v € V5. Dado que G es conexo, debe existir un camino P entre v y v. Sea t el dltimo
vértice de P en V7, se tiene que el siguiente vértice (llamémosle s), debe pertenecer a Va.
Luego (t,s) € E y ademads es una arista que conecta a vértices de V; y V.

< Por contrapositivo:

Supongamos que G es disconexo. Sea H alguno de los componentes en G. Considere la
particiéon de V en

Vi={veV|ve H}
Va=V\W

Dado que G es disconexo, sabemos que ambos conjuntos son no vacios. Por otra parte,
también sabemos que no existe un camino entre un vértice de H y el subgrafo de G que
contiene todos los otros componentes que no son H. En consecuencia, no existe ninguna
arista que cruce de V; a V5.



Pauta
a) = 1 punto por el algoritmo y T'(n).
= 1 punto por establecer calcular la cantidad de multiplicaciones.
= 1 punto por calcular la complejidad en notacién O o ©.
Si el algoritmo no corre en complejidad menor que lineal, el puntaje maximo serd de 2 puntos.
b) 1.5 puntos por cada direccién de la demostracién

Puntajes intermedios a criterio del corrector.



Parte B (50 %)

Pregunta 4

a) Demuestre que un nimero es divisible por 3 si y solo si la suma de sus digitos es divisible por 3.

b) Demuestre que a tiene inverso en médulo n si y solo si MCD(a,n) = 1.

Solucién

a) Tenemos que un nimero d = dyd,,_1 . ..dy1dy es divisible por 3 si y solo si:

d

(zn; d; - 102')

(i(di -10°

=0

<§n:(di méd 3) - (10°

méd 3)
mod 3)
méd 3)

méd 3)

(%

méd 3 =0
mod 3 =0 expansién de los digitos
méd 3 =0 propiedad de suma dentro de moéd

méd 3 =0 propiedad de multiplicacién dentro de méd

méd 3 =0 propiedad de multiplicacién dentro de méd

méd 3 =0 1° méd 3 =1 para todo i

méd 3 =0 propiedad de suma de moéd

Luego hemos llegado a que la suma de los digitos de d es divisible por 3. Por otro lado, dado
que todos los pasos son reversibles, hemos demostrado en ambas direcciones.

b) = Supongamos que a tiene un inverso modular en b en médulo n. Por definicién entonces:

a-b=1 médn

o bien, existe un entero k tal que

Reordenando, tenemos:

Recordemos que esto implica entonces que estamos en una condicién de término del algoritmo

a-b—1=k-n

l=b-a+(=k)n

extendido de M CD. En este caso 7, =b-a+ (—k) -n =1, luego

Tit1 = Ti—1 mod 7y



lo cual es 0 sin importar qué valor tome r;—;. Por lo tanto, debido a la definiciéon del
algoritmo extendido de M CD tenemos que MCD(a,n) =r; =1

< Supongamos que MCD(a,n) = 1. Luego, por definicién existe un par de enteros s,t tal
que
l=a-s+n-t

Reordenando:
a-s—1=(=t)-n

Dado que —t es un entero, por definicién se tiene que
a-s=1 médn

O en otras palabras, s es inverso de a en médulo n.

Pauta
a) 3 puntos
b) 1.5 puntos por cada direccién

Puntajes intermedios a criterio del corrector.



Pregunta 5

a) Sean a, b, m,n numeros enteros tal que n > 0. Demuestre que si a =b méd m entonces
a”™ =b" mbd m.

b) Calcule el tiltimo digito de 43214321, Muestre y explique su trabajo.

¢) Demuestre que 10 | 1012093 — 1.

Solucién

a) Demostraremos exactamente el postulado del enunciado por induccién sobre n:

B.I. Queremos demostrar que a' = b' mdéd m. El enunciado nos da esto, luego la base inductiva
se cumple.

o

1. Asumimos que si a, b, m son nimeros enteros y a = b mdd m entonces es cierto que
a” =b" méd m

. Queremos demostrar que si a = b méd m, entonces a”t = b" T méd m.

Notemos que de clases sabemos que, sic=d méd my e = f mdd m, entonces
c-e=d-f moéd m.

Dado que a = b moéd m, por H.I. sabemos que a” = 0" mdd m. Luego, dada la propiedad
nombrada anteriormente, tenemos que

a”-a=b"-b médm
Por lo tanto, debe ser cierto que a™*! = b"*t! méd m, demostrando asf el paso inductivo.

b) Notemos que 4321 = 1 mdd 10. Tomando en consideracién esto y aplicando la propiedad
demostrada en (a) con n = 4321, obtemenos que:

43214321 = 14321 116d 10
4321*21 =1 méd 10

Esto implica que 43214321 mdéd 10 = 1, o en otras palabras, el dltimo digito de 43214321 es igual
al.

¢) Tenemos que 10 | 1012993 — 1 si y solo si:

1012993 _ 1 =0 méd 10

10129 =1 méd 10 sumamos 1 a ambos lados
101709 = 12098 1méd 10 12008 =1
101 =1 mdd 10 Utilizamos la propiedad demostrada en (a)
1=1 mdd 10 aplicamos mdéd 10 al lado izquierdo

Lo cual es cierto, luego hemos concluido que 10 | 1012903 — 1.



Pauta
a) 2 pts.

b) 2 pts. por argumentar mediante el uso de aritmética modular.
0.5 pts. si argumenta solo a través de intuicién.

c¢) 2 pts. por argumentar mediante el uso de aritmética modular.
0.5 pts. si argumenta solo a través de intuicién.

Puntajes intermedios a criterio del corrector.



Pregunta 6

Considere el siguiente problema:
SuB-ISOMORPHISM = { (G, H) | Existe G’ C G tal que G' 2 H }

En otras palabras, las instancias Isyg 1somorprsm SO0 todos los pares de grafos (G, H) y el lenguaje
Lsus-1somorpmsu Son todos los pares de grafos (G, H) tal que existe un subgrafo G’ de G que es
isomorfo con H. Demuestre que el problema SUB-ISOMORPHISM es NP-completo.

Solucién

s SUB-ISOMORPHISM € NP:

Es facil notar que SUB-ISOMORPHISM estd en NP. El certificado ¢ para el par de grafos (G, H)
es el par (G, f), donde G’ es el subgrafo de Gy f : V(G') — V(H) es la biyeccién que define el
isomorfismo. Notemos que G’ puede ser representado en espacio lineal con respecto al tamano
de G y f es lineal con respecto a la cantidad de vértices en H, por lo tanto el certificado es
de tamano polinomial.

Para verificar el certificado, podemos utilizar el siguiente algoritmo:

Algoritmo: SUB-ISOMORPHISM((G, H),c = (G, f))

/* Revisamos que G’ sea un subgrafo valido de G */
if V(G') € V(G) then
return FALSE
end if
if E(G') € E(G) then
return FALSE
end if
if {u| (u,v) € E(G")} € V(G') then
return FALSE
end if
: /* Revisamos que f sea una biyeccién entre G y H */
cif {f(v) |v e V(G)} # V(H) then
return FALSE
: end if
: /* Revisamos que G’ sea isomorfo con H */
A {(f(w), £(0) | () € B(G')} # E(H) then
return FALSE
: end if
19: return TRUE

e e e e e e

Notemos que cada uno de los pasos es polinomial en el tamano del input, por lo que el
algoritmo es polinomial.



s SUB-ISOMORPHISM es NP-hard:

La reduccién la haremos desde CLIQUE. Dado un grafo G(V, E) y un entero k > 0 buscamos
construir un par de grafos (G', H') tal que G tiene un clique de tamano k si y solo si G’ tiene
un subgrafo isomorfo con H'. La construccién consiste en conservar G’ idéntico a G, mientras
que H' se construye como un grafo completamente conexo de tamano k. Sea K = {1,2,...,k},
H' se define de la siguiente forma:

H = (K {(i,j) | (i,5) € K* Ni # j})

Es claro que esta reduccién es correcta. Por un lado, si G’ tiene un subgrafo isomorfo con
H', entonces G’ tiene un clique te tamano k (aquel subgrafo) y dado que G = G’ entonces G
también tiene tal clique.

Por otro lado, si G tiene un clique de tamano k, entonces G’ también lo tiene, y por tanto,
ese clique conforma un subgrafo de G’ que es isomorfo con el grafo completo H'.

Pauta
= 3 puntos por demostrar que SUB-ISOMORPHISM es NP.
= 3 puntos por demostrar que SUB-ISOMORPHISM es NP-hard.

Puntajes intermedios a criterio del corrector.



