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Instrucciones

= En cada parte del examen debe contestar al menos dos preguntas. Si contesta las tres, se
consideraran las dos mejores en el cdlculo de su nota.

Use lapiz pasta. Por el uso de lapiz mina usted pierde el derecho a recorrecién.

Rellene sus datos en cada hoja de respuesta que utilice.
= Cada pregunta debe responderse en hojas separadas.
= Entregue al menos una hoja por pregunta.

e Si entrega la pregunta completamente en blanco, tiene nota minima 1.5 en vez de 1.0 en la
pregunta entregada.



Parte A (50 %)

Pregunta 1

a)

Considere los siguientes principios:

Principio de Buen Orden

Todo subconjunto no vacio de los naturales tiene un menor elemento.

Principio de Induccién Simple

Sea A un subconjunto de N. Si se cumple que:
1.0 A

2. Sin€ A, entoncesn+1€ A

entonces A = N.

Demuestre que el Principio de Buen Orden implica al Principio de Induccién Simple.

Sea P un conjunto de variables proposicionales, ¥ C L(P) y «, 8,7 € L(P).

Demuestre que XU {a} Evyy XU{B} Evsiysdlosi XU{aV p} E1.

Solucién

a)

Se quiere demostrar que PBO = PIS. Supongamos que tenemos un conjunto A C N que cumple
con las anteriores caracteristicas. Demostraremos esto por contradiccién. Supongamos que A #
N. Entonces el conjunto B = N — A cumple con B C Ny con B # (. Por el principio de buen
orden, B debe tener un menor elemento, digamos b € B. Es claro que b # 0 (ya que 0 € A),
luego b — 1 pertenece a N y no a B, por lo que se cumple que b — 1 € A. Dado que estamos
suponiendo que A cumple las caracteristicas de PIS entonces b € A lo que contradice el hecho de
que b sea el menor elemento de B. La contradiccién ocurre por el hecho de suponer que A # N,
luego A es igual a N.

Debemos realizar la demostracién para ambos lados.

(=) Dado que YU {a} vy 2U{B} [ v, demostraremos que X U {a V 5} = 7. Sea o una
valuacién tal que o(X U {a Vv 8}) = 1. Esto implica que (X)) = 1y o(aV ) = 1. Sin
pérdida de generalidad, asumamos que o(a) = 1. Luego, dado que ¥ U {a} | -y obtenemos
que o(y) =1y como o es arbitrario concluimos que X U {a V f} = 7.

(<) Dado que ¥ U {a V 8} [ v, demostraremos que X U {a} E vy X U{B} E ~. Por
contradiccién supongamos que ¥ U {a V 8} | v pero que X U {a} £ v o B U {8} ¥~ 7.
Sin pérdida de generalidad asumamos que 3 U {a} [~ ~, luego debe existir una valuacién
o tal que o(X U {a}) = 1y o(y) = 0. Esto implica que o(X) = 1y o(a) = 1. Por lo



tanto, (X U{a V f}) =1y como ¥ U{a V S} = 7 tenemos que o(y) = 1, lo cual es una
contradiccién.

Pauta

a) 3 pts.

b) = 1.5 pts. por (=).
» 1.5 pts. por («<=).

Puntajes intermedios a criterio del corrector.

Pregunta 2

a) Sean A un conjunto y R, S relaciones sobre A. Diremos que S es la clausura refleja de R si:
= S contiene a R; vale decir, R C S,
s S esrefleja, y

= S es minima; vale decir, para toda relacién refleja T sobre A que contiene a R, se tiene que
SCT.

Demuestre que la relacién S = RU D es la clausura refleja de R, donde D es la relacion diagonal
definida como D = {(a,a) | a € A}.

b) Sea F el conjunto de todas las funciones inyectivas de N en N. ;Es el conjunto F numerable o
no? Demuestre su afirmacién.

Solucién
a) Para demostrar que S es la clausura refleja de R, debemos demostrar las tres propiedades
enunciadas:
= Es claro que R C S, puesto que S = RU D, y luego todo elemento de R estd en S.

» Para demostrar que S es refleja, debemos mostrar que (a,a) € S para todo a € A. Es claro
que esto se cumple, pues S = RU D, y D contiene a todos esos pares, y luego estan en S.

s Sea T una relacién refleja tal que R C T. Demostraremos directamente que S C 7.

Sea (s1,s2) € S un par cualquiera de la relacién S. Como S = RUD tenemos que (s1, s2) €
RV (s1,s2) € D. En el primer caso, sabemos que R C T, y luego (s1, s2) € T. En el segundo
caso, sabemos que (1, s2) es de la forma (a, a) para algin a € A. Como T es refleja, sabemos
que contiene todos los pares de esa forma, y luego (s1,s2) € T. Hemos demostrado que
todo par en la relacién S estd en la relacién 7', y luego S C T

Habiendo demostrado las 3 propiedades, queda demostrado que S es la clausura refleja de R.



b) Demostramos que es no numerable por contradiccién utilizando diagonalizacién de Cantor.

Supongamos que es numerable y que podemos enumerar cada funcién dentro del conjunto F, es
decir:

F = {flaf27f3> }

Las ponemos a todas las funciones en una lista y las evaluamos en cada niimero natural.

Analizamos la diagonal y generamos la funcion:

fa(n) =" fi(i) +1
=1

Esta funcién es inyectiva ya que es estrictamente creciente. Ademads se tiene que fg(n) # fn(n)
Vn € N, lo que implica que f; no aparece en ninguna lista definida previamente, por lo tanto no
es parte de F. Sin embargo f; es inyectiva y solo toma valores naturales, es decir debe pertenecer
al conjunto F. Contradiccion, por lo tanto F es no numerable.

Pauta

a)

b)

= 0.5 ptos. por contencién.

1 pto. por reflexividad.

1.5 ptos. por mostrar que es minima.

1.5 pts. por construccion de la diagonalizacién.

1.5 pts. por mostrar que la funcién es inyectiva y no aparece en la lista.

Puntajes intermedios a criterio del corrector.

Pregunta 3

a) Demuestre que log(n!) € ©(nlog(n)).

b) Demuestre que todo grafo con mas de un vértice tiene al menos dos vértices con el mismo
grado.



Solucién

a) Se quiere demostrar que log(n!) € O(nlog(n)). Esto es equivalente a demostrar que:

log(n!) € O(nlog(n) N Q(nlog(n))
» log(n!) € O(nlog(n)). Para todo n > 0 se tiene que:

log(n!) =log(1-2-...-n)

y por lo tanto log(n!) € O(nlog(n)).

» log(n!) € Q(nlog(n)). Esto quiere decir que debemos encontrar una constante ¢ > 0 y un
ng € N tal que:

nlog(n) < clog(n!) Vn > ng

Si se toma ¢ = 2, se tiene que:

2log(n!) = log(n!?)
=log(l-1-...-n-n)
= log(l\z-;;@‘ 2. (Zn— 1)-... %%)
>log(n-...-n)

— log(n")

= nlog(n)

Luego nlog(n) < 2log(n!) para n > 1, por lo tanto log(n!) € Q(nlog(n)).

b) Demostremos esto por contradiccién. Supongamos que no, es decir supongamos que en un grafo
de n vértices no existe ningin par de vértices con el mismo grado. Sabemos que el grado maximo
de un vértice es n — 1 y el grado minimo es 0. Luego, el conjunto de grados para los vértices
es {0,...,n — 1}, como tiene n elementos, cada vértice deberia tener como grado un elemento
de dicho conjunto. Sin embargo si un vértice tiene grado n — 1 significa que esta conectado con
todos los otros vértices, lo que hace imposible que exista un vértice con grado 0, contradiccién.
Por lo tanto debe existir al menos dos vértices con el mismo grado.



Pauta

a) = 1.5 pts. por O(nlog(n)).
» 1.5 pts. por Q(nlog(n)).

b) 3 pts.

Puntajes intermedios a criterio del corrector.

Parte B (50 %)

Pregunta 4

Sean a, b, c,d y n enteros.
a) Demuestre que a =, b si y sélo si a mod n = b mod n.
b) Demuestre que si a =, by ¢ =, d, entonces:

» (a+c¢) =, (b+d)

“ (a-0) =0 (b-0)

Solucién

a) Podemos expresar a y b en términos de n como:

a=a-n+p 0<B<n (1)
b=vy-n+46 0<d<n (2)
donde f =a mod n y 6 = b mod n. Mostraremos ahora ambas direcciones:

(=) Por contrapositivo, supongamos que
a mod n # b mod n (3)

Mostraremos que a %, b, o equivalentemente, n |/(b — a).

Por (3), tenemos que 8 # 0 en (1) y (2). Sin pérdida de generalidad, supongamos que
B < 0. Restando (2) y (1), tenemos que b—a = (y—a) -n+ (6 — 3). Como B < J, tenemos
que 1 < (0 — ) <0 < n,y por lo tanto n |/(b — a), pues el resto de dividir (b — a) por n
no es 0.

(<) En este caso, tenemos que 3 = 4. Restando (2) y (1):

b—a=(y—a)-nen|(b—a)<a=,b.



b) Por definicién de equivalencia modular, n | (b —a) y n | (d — ¢).

Por definicién de la relacién divide a:

b—a=k -n = b=a+k -n (4)
<~

d—c=kyn d=c+kyn (5)

» Sumando (4) y (5):

b+d=a+c+ (ki +k)-n
(b+d)—(a+c)=(ki+ko) n
(b+d)—(a+c)=kz-n
n|(b+d)—(a+o)
at+ec=,b+d

t ot

» Multiplicando (4) y (5):

b-d=(a+ki -n)(c+ke-n)

& bd=ac+a-ky-n+c-ki-n+ky- kg -n?
& bd=ac+ (a-ko+c-ki+ki-ky-n)-n
& bd=ac+kys-n

= bd—ac=ky-n

& n | bd — ac

& ac =, bd

Pauta
a) 1.5 ptos. cada direccién.
b) 1.5 ptos. cada propiedad (suma y multiplicacién).

Puntajes intermedios a criterio del corrector.

Pregunta 5

Decimos que un ciclo en un grafo es un circulo si no repite vértices. Considere el siguiente problema:

HALF-CIRCLE = { G | G tiene un circulo de tamafio § }

En otras palabras, las instancias Igapr.ciroLE son todos los grafos v el lenguaje Liparp-Crrenr SON
todos los grafos que contienen un circulo de tamano 4. Demuestre que el problema HALF-CIRCLE
es NP-completo.



Solucién

= HALF-CIRCLE € NP: Es facil notar que HALF-CIRCLE estd en NP. El certificado ¢ para el
grafo G(V, E) es la instancia del ciclo que recorre G, el cuél esta acotado polinomialmente por
la cantidad de vértices. Para verificar el certificado, podemos utilizar el siguiente algoritmo:

Algoritmo: HALF-CIRCLE(G(V, E),c = (v1,...,Um))
k<« 0
: fori=1tom do
if v;,v,41 € E or v; € S then
return False
else
k+—k+1
S« SuU {’Ul}
end if
end for
. if k # 5 then
return False
. end if
14: return True

© X2 P TR w
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= HALF-CIRCLE es NP-hard: La reduccién la haremos desde HAMILTONIANO. Dado un grafo
G(V, E) buscamos construir G'(V', E’) tal que G tiene un ciclo Hamiltoniano si y sélo si
G’ tiene un circulo de tamano % La construcciéon consiste en conservar G’ idéntico a G a
excepcién de la adicién de |V| vértices aislados (un vértice aislado es un vértice que no esta

conectado ningun otro).

Es claro que esta reduccion es correcta. Por un lado, si G tiene un ciclo Hamiltoniano C, por
construccion el grafo G’ tiene un circulo que recorre exactamente la mitad de los vértices en
V. Por otro lado, si G’ tiene un circulo de tamano V7” este ciclo no incluye ninguno de los
vértices aislados que anadimos. Dado que incluye la mitad de los vértices en V', debe incluir
todos los vértices en V. Por lo tanto, el ciclo C’ es un ciclo Hamiltoniano en el grafo G.

Finalmente, notemos que la construccién de G a G’ toma en tiempo polinomial, de lo que
concluimos que HAMILTONIANO o HALF-CIRCLE.

Pauta
= 1.5 pts. por mostrar que HALF-CIRCLE estd en NP.
= 3 pts. por dar reducciéon polinomial.
= 1.5 pts. por mostrar que la reduccién es correcta.

= Puntajes intermedios a criterio del corrector.



Pregunta 6

Definimos 3-SATSEARCH como el problema de buscar y retornar una valuacion que satisfaga a una
férmula ¢ en 3CNF. Demuestre que si 3-SAT puede ser resuelto en tiempo polinomial, entonces
3-SATSEARCH puede ser resuelto en tiempo polinomial.

Hint: Recuerde que usted puede forzar el valor de una variable utilizando variables auxiliares como
en la reducciéon de SAT o< 3-SAT.

Solucién

Supongamos que existe una funcién 3SAT(p) que responde que si en tiempo polinomial si ¢ en
3CNF es satisfacible y no en caso contrario. Lo que debemos buscar es un algoritmo que resuelve
3SATSEARCH en tiempo polinomial. Dicho algoritmo debe tomar como input una féormula ¢ en
3CNF de n variables y k cldusulas, y debe retornar una asignacién para cada variable x1,...,x,
que satisfaga ¢ 6 que @ es no satisfacible.

Notemos que es posible forzar el valor de una variable proposicional x; de la férmula ¢, transformando
@ en ¢ Al de la siguiente manera:

= Para forzar v, = 1= ¢ | = (z; VyV2)A(z; VIV Z) A (2 VIV 2) A (zi VYV 2)

= Para forzar v, =0 = ¢}y = (T; VyV2) A(Z; VIV Z) AN (T; VGV 2) AN(T; VyV Z)

donde z e y son variables auxiliares, luego el algoritmo que buscamos es el siguiente:

Algoritmo: 3SATSEARCH(y)
1. if 3SAT(¢) = False then

2: return ¢ no es satisfacible
3: else

4: )

5: for i =1ton do

6: if 3SAT(¢’ A ¢} ;) = True then
7: o = Ny

8: T; 1

9: else

10: ¢ ¢ Al

11: z; < 0

12: end if

13: end for

14: return (z1,x2, ..., Tp)

15: end if

Justificacién de ejecuciéon polinomial: El algoritmo de arriba resuelve el loop n veces. El loop
consiste en un nimero constante de operaciones y llamar al algoritmo 3SAT el cual corre en tiempo
polinomial. Tras todas las iteraciones, el input ¢ crece de ¢ (con n variables y k cldusulas) a una



férmula con n + 2 variables y k + 4n cldusulas. Finalmente ya que el tamano del input estd acotado
polinomialmente y el algoritmo corre en tiempo polinomial, concluimos que 3SATSEARCH puede
ser resuelto en tiempo polinomial.

Pauta
= 4 pts. por funcién correcta.
= 2 pts. por argumentar complejidad de la solucion.

= Puntajes intermedios a criterio del corrector.



