PonTIFIiciA UNIVERSIDAD CATOLICA DE CHILE
DEPARTAMENTO DE CIENCIA DE LA COMPUTACION
11C1253 - MATEMATICAS DISCRETAS

Examen
1 de Julio de 2026

Duracién: 2:30 hrs. Puntuacién: Cada pregunta vale 6 puntos.
Recuerde que todas las respuestas deben estar justificadas.

Pregunta 1. Determine si la siguiente DNF es una tautologia.
(a A b) v (b A c) v (c A d) v (d A a) v ((ﬂa) A (ﬁc)) v ((ﬂb) A (ﬂd)>

Solucion. Si, es una tautologia. Coloque los valores de las variables en los vértices de un cuadrado. La férmula
toma el valor 1 siy sélo si hay por lo menos un lado con dos 1s o una diagonal con dos Os.

Asume por contradicciéon que existe una valuacién de las variables tal que la DNF tomara el valor 1. Hay
por lo menos un vértice con el valor 1 (efectivamente, en el caso contrario, ambas diagonales tendrian dos
0s). Entonces, dos vértices adyacentes tienen que tener 0. Pero estos vértices forman una diagonal con dos
0s, una contradiccién.

Pregunta 2. Diremos que una secuencia de nimeros naturales S es auto-divisible si:
1. S no tiene elementos repetidos.
2. La suma de los elementos en S es divisible por cada uno de ellos.
Por ejemplo, la secuencia S = 1,2, 3 es una secuencia auto-divisible de largo 3:
1,2,3 — 1/6, 2|6, 3]6.

Demuestre que para todo ntmero natural n > 3, existe al menos una secuencia de ntumeros naturales
auto-divisible de largo n.

Solucién. Demostramos por induccién sobre n (més precisamente, mostramos que basta utilizar los ntimeros
enteros positivos, sin utilizar 0). Para la base, n = 3, uno puede utilizar el ejemplo del enunciado — la secuencia
1,2,3. Ahora, asume que nos dan una secuencia auto-divisible S = aq,...,a, del largo n. Construimos una
secuencia auto-divisible de largo n + 1. Agregamos la suma de todos los elementos a la secuencia:

/
S'=ai,...,an,a1+ ...+ a,.



Mostramos que S’ es auto-divisible. La suma de los niimeros positivos es mds grande que cada de estos
numeros, asi que todos los elementos de S’ todavia son distintos. Por el otro lado, la suma de los elementos
de 5" es 2(a; +az + ...+ ay), es decir, dos veces més que en S. Por lo tanto, esta suma todavia es divisible
por todo elemento de .S, y asimismo por a; + ...+ a,. O

Pregunta 3.

a) Sean Ry y Ry relaciones de equivalencia sobre un conjunto A. Demuestre que R; N Ry es una relacién de
equivalencia sobre A.

b) Sea A el conjunto de las casillas del tablero 8 x 8 de ajedrez estandarte. Luego, sean R; y Rs los siguientes
relaciones de equivalencia sobre A:

aRib <= a,b estdn en la misma fila, aRsb <= a,b tienen el mismo color”.
Encuentre el numero de clases de equivalencia de Ry N Rs.

Solucién.  a) Ry N Ry es refleja porque todo par (a,a) € A x A pertenece y Ry, y Ra, y por lo tanto a
Ry N Ry. Asimismo, si (a,b) € Ry N Ry, entonces (b,a) € Ry, (b,a) € Ry ya que Ry, Ry son simétricas,
y por lo tanto a Ry N Ry. Concluimos que Ry N Ry es simétrica. Finalmente, si (a,b), (b,¢) € R1 N Ra,
entonces, ambos pares estdn y en Ry y en Ra, asf que (a,c) estd y en Ry y en Ry ya que Ry, Ry son
transitivas. Concluimos que (a,c¢) € Ry N Ry y que Ry N Ry es transitiva.

b) Dos casillas son equivalentes en Ry N Ry si estdn en la misma fila y tienen el mismo color. Cada fila del
tablero de ajedrez tiene 4 casillas blancas y 4 casillas negras. Por lo tanto, cada clase de equivalencia
consiste de 4 casillas monocromaticas de una fila. Concluimos que hay 64/4 = 16 clases de equivalencia
en R N Rs.

O

Pregunta 4. Demuestre que R x N ~ R.
Demostracion. Por un lado R < R x N porque la funcién
fiR—>RxN, f(@) = (z,0)

es inyectiva (sixy # o, entonces (x1,0) # (x2,0)). Por el otro lado, RxN C RxR, as{ que RxN < RxR ~ R.
Concluimos por el teorema Cantor-Bernstein que R x N ~ R.

Igualmente, uno puede mostrar R x N < R sin utilizar el hecho que R? ~ R. En efecto, se sabe que R ~ (0, 1).
Entonces, basta ver que (0,1) x N < R. Define:

f:(0,1) x N R, f((z,n)) =z +n.

Sean (z1,n1), (z2,n2) € (0,1) x N dos pares distintos. Si n1 # ng, entonces f((x1,n1)) = x1 + ny # x2 + na
porque z; — o # ng — ny (el valor absoluto de x; — x5 es menor que 1 mientras que el valor absoluto de
ng —np es a lo menos 1). Luego, si ny = ny = n, entonces 1 # a2 y

f((x1,m1)) = 21 +n# 22 +n = f((22,12)).

Pregunta 5. Sabemos que para todo u,v € Z y p,q primos, se cumple que:
U=pv AN U=V = U=pgqV
Demuestre que para todo primo p > 7 se cumple que:
(p>—-1) méd10=0 o (p*+1) méd 10 =0

Hint: El 2 es primo.



Demostracion. Ya que p es un primo mayor o igual a 7, es impar y no es divisible por 5. Por lo tanto, y
p? —1y p?+1 son ambos par. Ahora, ya que 10 = 2-5 y 2, 5 son coprimos, basta ver que uno de los niimeros
p? —1,p% + 1 es divisible por 5. Es decir, hay que ver que el resto de p? médulo 5 es 1 o 4. Eso se puede ver
a través de la siguiente tabla, recordando que p no es divisible por 5:

pméd5‘1‘2‘3‘4 0
p2m6d5‘1‘4‘4‘1




