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Pregunta 1
Demuestre que si n es un entero positivo, entonces

|
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Solucién

» Al expandir sucesivamente el producto de n factores de la forma (z1+zo+...+xp) - (v1+22+. . . +2)" L,

obtenemos monomios repetidos de la forma z}*x5? - - - 2, para ny +ng + ... + ny, = n.

= Kl nimero de formas en que se puede producir tal monomio es las maneras de elegir el término x; en
n1 de estos n factores, xo en ngy de los restantes factores, y asi sucesivamente. Esto puede lograrse de la
siguiente cantidad de formas:

n n—ni n—mny—Ng—- - — Np—1
ni ng Nm .

= Al resolver este producto obtenemos que el resultado es precisamente

n!

nilnal - ny,!
Pauta (6 ptos)
= 2.0 puntos por expandir la multiplicacién e indentificar que hay términos que se repiten.
= 2.0 puntos por contar la repeticién de términos.

= 2.0 puntos por concluir el resultado.



Pregunta 2

Sea R un predicado de aridad n+1 en Légica de Predicados, utilizaremos el vocabulario u definido como { R, =}.
Dada un interpretacién Z, RT es la interpretacién de R bajo .

1. Decimos que una relacién (n+1)-aria R sobre A codifica una funcién n-aria si, para todo (ay, ..., a,) € A",
existe un tnico ¢ € A tal que (ai, ..., an, c) € R. Escriba (utilizando sélo cuantificadores V y 3) una férmula
p tal que para toda interpretacién Z sobre p se cumple lo siguiente:

TkE¢ <= R? codifica una funcién n-aria.

2. Sea n = 2. Considere toda T sobre i en la que R’ codifica una funcién binaria (2-aria), denotada por
fr: Ax A — A. Recuerde que una funcién binaria f sobre A es asociativa, si para todo a,b,c € A se
cumple que f(f(a,b),c) = f(a, f(b,c)). Construya una férmula v tal que:

IE1Y <= fr esasociativa.

Solucion

1. La férmula es
VriVrs.. Ve, (EIyR(a:l,xQ, oy Ty y) A 3yz(R(z1, 22, ooy Ty y) A R(x1, T2, ey T, 2) A (y = z)))

2. La férmula es
VaVyVavVuvovw (R(z,y, u) A R(u, z,v) A R(y, z,w) = R(z,w,v)).

Pauta (6 ptos)

= 3.0 puntos por la primera féormula.

= 3.0 puntos por la segunda férmula.



Pregunta 3

Sea G = (V, E) un grafo (no dirigido, sin loops, ni aristas multiples) con n > 3 vértices. Denotamos por §(G)
el minimo grado de un vértice en G. Demuestre que si 6(G) > 2, entonces G contiene al menos un ciclo.

Solucion

» Considere el camino (vi,...,v5_1,v;) mas largo en G (si el grafo no es conexo, tome como G alguna
componente). Dado que este es el camino més largo en GG, entonces todos los vecinos de vy deben ya estar
en el camino.

= Dado que v tiene al menos dos vecinos, entonces al menos uno de esos vecinos, digamos v;, debe estar ya
en el camino y ser diferente a vg_1. Concluimos que (v;, viy1, ..., Vg, v;) €s un ciclo en G.

Pauta (6 ptos)

» 3.0 puntos por tomar un camino que cumple alguna propiedad especial (que sea el méas largo, pase por n
nodos, usa n — 1 aristas, etc.).

= 3.0 puntos por concluir bien que el camino es o contiene un ciclo.



Pregunta 4
En esta pregunta ocupamos mcd(a,b) para denotar el maximo comun divisor entre a,b > 0.
1. Demuestre que si a > b, entonces mcd(a, b) = med(b, ), donde r = amod b.
2. Usando 1., demuestre que existen enteros s,t tal que mcd(a,b) = sa + tb.
3. Demuestre que si sa + tb = mcd(a,b) = 1, entonces sa =, 1 (s es inverso de a en modulo b).

4. Demuestre que si mecd(a,b) = 1, entonces la ecuacién ax =, ¢ tiene solucién x.

Solucion

1. Dado que existe k£ tal que a = kb + amodb. Si ¢ divide a b y r, entonces también divide a a. Y como
a — kb= amodb, si c divide a a y b, también divide a r (y a b).

2. Algoritmo de Euclides genera una secuencia de restos rg = a, r1 = b, 72 = amodb, ..., r; = rj_smod r;_1.
Notamos que el dltimo resto no nulo es med(a, b) y que existe k; tal que (i) rj_o = kj-rj_1+7;. Suponemos
que r; = med(a, b), por induccién encontraremos s; y t; tal que r; = s;-a +t; - b.

CB:rg=1-a+0-byr;=0-a+1-b.
HI: Asumimos que existen enteros s;_o,t;_2, 8;—1,t;—1 tal que r;_o = s;_9-a+t;_o-byr;_1 = s;_1-a+t;_1-b.

T1I: De (i) sabemos que r; = r;_2 — k; - 7;_1, entonces:

r; = (Si_g . CL—f—ti_Q . b) — k:i . (Sz'—l . a+ti_1 . b)
ri = (Si—2 —ki-si—1)-a+ (tig —ki-ti-1) - b
5;=8j—2—k;i- 81

ti=1ti—2— ki ti—1

3. Dado que sa + tb = 1, tenemos que sa — 1 = —tb. Por lo tanto, sa — 1 es divisible por b.

Alternativa: Dado que sa + tb = 1, tenemos que samod b = 1 modb. Por lo tanto, sa = 1.

4. Dado que med(a,b) = 1, existe s tal que sa =, 1. Multiplique la ecuacién por s en ambos lados obteniendo
sax =p sc. Concluimos que x = sc es una solucion.

Pauta (6 ptos)

= 1.5 puntos por el item 1.
= 1.5 puntos por el item 2.
= 1.5 puntos por el item 3.

= 1.5 puntos por el item 4.



