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P. UNIVERSIDAD CATOLICA DE CHILE

Dp1O. DE CIENCIA DE LA COMPUTACION

1. Induccién

Principio del Buen Orden (PBO)

A#3, ACN=drecAtalqueVyec A,z <y

Principio de Induccién Simple (PIS)

-

Primera formulacién: Si
1. 0 € A (base inductiva).

2. Sin € A (hipétesis inductiva), entonces n+1 € A
(tesis inductiva).

entonces A = N.

-

Segunda formulacién: Si

1. P(0) es verdadero

2. Si P(n), entonces P(n+1) (cada vez que n cumple
P, n+ 1 también la cumple)

entonces todos los elementos de N cumplen la propie-
dad P.

-

Tercera formulacién: Si

1. P(ng) es verdadero

2. Si P(n), entonces P(n+1) (cada vez que n cumple
P, n+1 también la cumple)

entonces todos los elementos de N a partir de no

cumplen la propiedad P.

Principio de Induccién por Curso de Valores
(PICV)

¢ Primera formulacién: Si
{0,1,....n—-1}CA=necA
entonces A = N.
¢ Segunda formulacién: Si

Vk € N,k < n, P(k) es verdadero
= P(n) es verdadero

entonces P es verdadero para todos los elementos de
N.

Teorema 1

Los 3 principios de induccién (PBO, PIS y PICV) son
equivalentes.

Conjunto definido inductivamente

1. El conjunto es el menor que cumple las reglas.

IS

. Definir conjunto de elementos base.

3. Definir conjunto finito de reglas de construccién de
nuevos elementos en base a los elementos iniciales.

Induccién estructural

Si

1. Todos los elementos base de A (conjunto definido
inductivamente) cumplen la propiedad P

2. Para cada regla de construccidn, si la regla se apli-
ca sobre elementos en A que cumplen la propiedad
P, entonces los elementos producidos por la regla
también cumplen la propiedad P

entonces todos los elementos en A cumplen la propiedad
P.

2. Légica proposicional

Sintaxis

Sea P un conjunto de variables proposicionales. El con-
junto de todas las férmulas de 16gica proposicional

sobre P, denotado por L(P), es el menor conjunto que
cumple las siguientes reglas:

1. Si p € P, entonces p € L(P).
2. Si a € L(P), entonces (—a) € L(P).
3. Sia, € L(P), entonces (a A ) € L(P), (aVfB)e

L(P), (¢ = B) € L(P) y (a > 8) € L(P).

Semdntica

Una valuacidén o asignacién de verdad para las va-
riables proposicionales en un conjunto P es una funcién
o : P —{0,1}, donde 0 = falso y 1 = verdadero.
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Dp1O. DE CIENCIA DE LA COMPUTACION

Tablas de verdad

PP P q|p—q
01 0 0 1
1] 0 0 1 1
10 0
11 1
P q|pPhg
00 0 P _qa|prea
0 1| 0 0 0 1
1 0] 0 0 1
11 1 10 0
11 1

P _q|prVg
0 0 0
0 1 1
1 0 1
11 1

Equivalencia légica =

Dos férmulas «, 8 € L(P) son légicamente equiva-
lentes (denotado como « = 3) si para toda valuacién
o se tiene que o(a) = o(B).

Leyes de equivalencia

—-

. Doble negacién

—(ma) =a

2. De Morgan
“(anB) = (-a) v (-H)
~(aV B) = (~a) A (=8)

3. Conmutatividad

7. Absorcién
aA(aVh) =a
aV(aAB)=a

[

. Implicancia

a—B=(-a)Vi

©

. Doble implicancia
asrB=(a—=B)A(B—a)

Operadores generalizados

n

Nai=arnasn. Ao
i=1
n

\/ai:a1VQ2\/,,.\/(‘zn
i=1

Teorema 2

Podemos representar cualquier tabla de verdad con una
férmula. Ademas, podemos representar cualquier tabla
de verdad con una férmula que sélo usa =, Ay V.

Conectivos funcionalmente completos

Un conjunto de conectivos se dice asf si toda féormula
en L(P) es logicamente equivalente a una férmula que
s6lo usa esos conectivos. Ejemplos:

¢ {=,A,V} ¢ {-,V}

¢ {- A} ¢ {0, =}

Satisfacibilidad

Una férmula o es satisfacible si existe una valuacién
o tal que o(a) = 1.

aANB=FANa
aVB=pBVa Contradiccién

4. Asociatividad Una férmula a es una contradiccion si no es satis-
an(BAR) = (anB) Ay (ffa((;l))li :s decir, para toda valuacién o se tiene que
aVv(BVy)=(aVvp)Vy

5. Distributividad Tautologfa
aAN(BVy)=(a@AB)V(aAy) Una férmula « es una tautologia si para toda valuaciéon

o se tiene que o(a) = 1.

aV(BAY) = (aVB)AlaVy) aue 7(a)

6. Idempotencia Teorema 3
alNa=a Dos férmulas a, § € L(P) son légicamente equiva-
aVa=a lentes si « <+ 8 es una tautologia.
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Dp1O. DE CIENCIA DE LA COMPUTACION

Forma Normal Disyuntiva (DNF)

Una férmula a estd en DNF si es una disyuncién de
conjunciones de literales (variable proposicional o su
negacion); osea, si es de la forma

BiVByV...VB
donde cada B; es una conjuncién de literales, B; =
(L Ao Aligy)-

Forma Normal Conjuntiva (CNF)

Una férmula a estd en CNF si es una conjuncién de
disyunciones de literales; osea, si es de la forma

CiANCoN...ACr

donde cada C; es una disyuncién de literales, C; =
(Lix VooV lgy)-

¢ Una disyuncién de literales se llama clausula.

Teorema 4

Toda férmula es equivalente a una férmula en DNF.

Teorema 5

Toda férmula es equivalente a una férmula en CNF.

Propiedad formas normales
Toda férmula o € L(P) en DNF con a lo més n disyun-
ciones es logicamente equivalente a una férmula 8 en
CNF (a = ).
Consecuencia légica =
Una férmula « es consecuencia légica de X si para cada
valuacién o tal que o(X) = 1, se tiene que o(a) = 1. Se
denota como ¥ = a.
Consecuencias légicas clasicas
+ Modus ponens
{pp—atla
+ Modus tollens
{ra.p—>atl=-»
+ Demostracién por partes
{pVaVvrp—s.q—sr—stkEs
+ Resolucién

{pva—qvriEpvr

Conjunto satisfacible

Un conjunto de formulas X es satisfacible si existe una
valuacién o tal que o(X) = 1. En caso contrario, ¥ es
inconsistente.

Teorema 6

Y = asiy sélo si £ U{-a} es inconsistente.

Teorema 7

Un conjunto de férmulas X es inconsistente si y sélo si
¥ |= 0, con O una cldusula vacfa.

Equivalencia légica para conjuntos

Dos conjuntos de férmulas ¥; y ¥, son légicamente
equivalentes (X; = ¥,) si para toda valuacién o se
tiene que o(¥;) = 0(X;). También diremos que ¥ es
légicamente equivalente a una féormula a si ¥ = a.

Conjuntos y conjuncién

Todo conjunto de férmulas ¥ es equivalente a la conjun-
cién de sus formulas.
5= Ao

Teorema 8

Todo conjunto de férmulas ¥ es equivalente a un con-
junto de cldusulas.

Resolucién para consecuencia logica

Para resolver el problema de consecuencia légica (es
decir, determinar si ¥ |= «) tenemos que determinar si
un conjunto de cldusulas %' construido desde XU {—a}
es tal que ¥/ = 0.
Resolucién proposicional
Regla de resolucion Regla de factorizacion

C1 VIV (O

C3 VIV Oy
CiVCyVC3VCy

CyVIVCy VIV Oy
CLVIVCy Vs

Dado un conjunto ¥ de clausulas, una demostracion
por resolucién de que ¥ es inconsistente es una se-
cuencia de cldusulas Cy,...,C, tal que C,, =[Oy para
cada i =1...n se tiene que

¢ C;eXo

+ C; se obtiene de dos cldusulas anteriores en la secuen-
cia usando la regla de resolucién, o
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Dp1O. DE CIENCIA DE LA COMPUTACION

¢ C; se obtiene de una cldusula anterior en la secuencia
usando la regla de factorizacién.

Si existe tal demostracién, escribimos ¥ + 0.

Teorema 8

Dado un conjunto de clausulas X, se tiene que:
Correctitud: Si ¥+ [, entonces ¥ = [ (X es incon-
sistente).

Completitud: Si ¥ |= O, entonces ¥ - 0.

+ Corolario 1: Si ¥ es un conjunto de cldusulas, enton-
ces ¥ |=0si y s6lo si ¥ F O. Dicho de otra manera,
un conjunto de clausulas ¥ es inconsistente si y sélo
si existe una demostracién por resolucién de que es
inconsistente.

Corolario 2: Dados un conjunto de férmulas ¥ y
una férmula « cualesquiera,

-

SkEasiysdlosi 0O

donde 3’ es un conjunto de cldusulas tal que ¥ U
{-a} =%"

3. Ldgica de predicados

Predicado

Un predicado n-ario P(z1,...,z,) es una afirmacién
con n variables, cuyo valor de verdad depende de los
objetos en el cual es evaluado.

¢ P es el simbolo del predicado.

+ Todos los predicados estédn restringidos a un dominio
de evaluacion.

¢ Para un predicado P(zy,...,z,) diremos que
x1,...,T, son variables libres de P.

¢ Un predicado 0-ario es un predicado sin variables
y tiene valor de verdadero o falso sin importar la
valuacion.

Cuantificador universal ¥

Sea P(x,yi,..., Y ) un predicado compuesto con domi-
nio D. Definimos el cuantificador universal:

P'(y1, .. yn) =V (P(2, 41, .., Yn))

donde z es la variable cuantificada y y1,...,y, son
las variables libres. Para by, ..., b, en D, definimos la
valuacion:

P'(by,...,by) =1

si para todo a en D se tiene que P(a,by,...,b,) =1,
y 0 en otro caso.

Cuantificador existencial 3

Sea P(x,y1,...,yn) un predicado compuesto con domi-

nio D. Definimos el cuantificador existencial:

Py, yn) = 3u(P(@, 91, yn))

donde z es la variable cuantificada y yi,..., Yn sON

las variables libres. Para by,...,b, en D, definimos la
valuacién:

Pl(by,... b)) =1

si existe a en D tal que P(a,by,...,b,) =1,y 0 en
otro caso.

Interpretaciones 7

Una interpretaciéon Z para Py, ..., P, estd compuesta
de:

¢ un dominio D que denotaremos Z(dom) y

+ un predicado PP que denotaremos por Z(P;) para
cada simbolo P;.

Satisfacibilidad para interpretaciones

IEa(ar,...,a,)

sia(a,...,a,) es verdadero al interpretar cada stmbolo
en « segin Z. Si 7 no satisface o sobreay,...,a, en
Z(dom) lo denotamos como Z ¥ a(ay, ..., ay).

Equivalencia légica para predicados

Sean o1, ...,2,) y B(x1,...,x,) dos férmulas en 16gi-
ca de predicados. Decimos que a y 3 son légicamente

equivalentes:

a=f
si para toda interpretacién Zy para todo aq,...,a, en
ZI(dom) se cumple:
T alay,...,a,) siysélosiZ = Blay,...,an)
¢ Caso especial: Si « y 3 son oraciones (no tienen
variables libres), entonces:

IlEasiysdlosiZfEpf

Teorema 9
Sea a(x), B(x) férmulas con x su variable libre, enton-
—Va(a(z)) = Jz(-a

—Jz(a(z)) = Ve (-a

Va(a(z) A B(x)) = V(o
3a(ale) v A()) = Jx(al

))
))
) AV(B(x))
) v 3x(B(x))

(
(

(e}

a
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Dp1O. DE CIENCIA DE LA COMPUTACION

Consecuencia légica para predicados

Una férmula « es consecuencia légica de un conjunto
de férmulas 3:

YEa
si para toda interpretacién Z y ay,...,a, enZ(dom) se
cumple que:
siZ |= X(ay,...,a,) entonces Z = afay, ..., a,)

Reglas de inferencia para predicados

+ Especificacién universal

Va(a(z))
a(a) para cualquier a

+ Generalizacién universal

«(a) para un a arbitrario

Vz(a(z))

+ Especificacién existencial

Jz(a(z))

a(a) para algin a (nuevo)

+ Generalizacién existencial

a(a) para algin a

Jz(a(z))

4. Demostraciones

Método directo

Por demostrar: Vz(P(z) — Q(z)).
Suponemos que P (n) es verdadero para un n arbitrario
v demostramos que Q(n) también es verdadero.

Contrapositivo

Por demostrar: Yz (P(z) — Q(x)).
Suponemos que Q(n) es falso para un n arbitrario y
demostramos que P(n) también es falso.

Contradiccién

Por demostrar: Vz(P(z) = Q(z)).
Suponemos que existe un n tal que P(n) es verdadero
vy Q(n) es falso e inferimos una contradiccion.

Por casos
Para cada subdominio C1, ..., C,, demostramos que:
Va(P(x) = Q(x))

¢ Aqui, dividimos el dominio de la interpretacién Z
con que trabajamos en una cantidad finita de casos
Chy.nny C,, tal que:

Z(dom) = U C;
i=1
Doble implicacién

Por demostrar: Vz(P(z) <> Q()).
Aqui, se deben demostrar ambas direcciones por sepa-
rado. En términos formales:

Va(P(x) = Q(x)) AVx(Q(z) — P(x))

Contra-ejemplo

Por demostrar: ~(Va(P(x))).
Aqui, hay que encontrar un elemento n (cualquiera) tal
que P(n) es falso.

Existencial

Por demostrar: Jz(P(z)).

Aqui, debemos demostrar que existe un elemento n tal
que P(n) es verdadero (ndtese que NO es estrictamente
necesario mostrar n explicitamente).

5. Teoria de conjuntos

Conjunto

Es una coleccién bien definida de objetos. Estos obje-
tos se llaman elementos del conjunto, y diremos que
pertenecen a él.

Subconjunto

Sean A y B conjuntos. Diremos que A es subconjunto
de B, denotado por A C B, si

Va(z € A=z € B)

En otras palabras, A es subconjunto de B si cada ele-
mento de A estd tambien en B.
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Dp1O. DE CIENCIA DE LA COMPUTACION

Igualdad de conjuntos

Dos conjuntos A y B son iguales si y sélosi AC By
B C A. Otra definicién equivalente es

VAVB A=B&Ve(zec A<z e€B)
+ Este es el axioma de extensién.

¢ Observacion: Los conjuntos no pueden tener elemen-
tos repetidos. {z,z} = {z}.
Subconjunto propio

Diremos que A es un subconjunto propio de B, detonado
por A C B, si

AC BAA# B, o alternativamente, AC BABZ A
¢ Corolario: B ¢ A siy solo si 3z € B tal que z ¢ A

Axioma del conjunto vacio

3X tal que Vz,z ¢ X. Lo denotaremos por @ o {}.

Teorema 10

Para todo conjunto A se tiene que @ C A.

Teorema 11

Existe un unico conjunto vacio.

Formas de definir un conjunto

+ Por extension (listando sus elementos):

Zs = {0,1,2,3,4}

+ Por comprensién:

Zs ={z|z e NAz < 5}

Axioma de abstraccién
Si « es una propiedad sobre objetos, entonces A =
{z |a(x)} es un conjunto.
Axioma de separacion

Si « es una propiedad y C es un conjunto “sano”, en-
tonces A = {z|z € C A a(x)} es un conjunto.

+ Un conjunto sano es uno el cual no fue creado usan-
do el axioma de abstraccion.

Operaciones

¢ Unién: AUB = {z|z € AVze B}

¢+ Interseccion: ANB ={z|z€ ANz e B}
+ Diferencia: A\B = {z|z € ANz ¢ B}

¢+ Conjunto potencia: P(A) = {X | X C A}

Algunas observaciones:

s FeP(A) « ACAUB
« AeP(A) « ANBCA
Complemento

Sea A C U (siendo U un conjunto universal fijo) un
conjunto cualquiera. El complemento de A (relativo a
U) es el conjunto

A=UNA={z|zeUNnz ¢ A}

Teorema 12
Si A, By C'son conjuntos cualquiera (subconjuntos de
U), entonces se cumplen las siguientes leyes:
+ Asociatividad
AU(BUC)=(AUuB)UC
AN(BNC)=(ANB)NC

¢+ Conmutatividad
AUB=BUA
ANB=BNA

+ Idempotencia
AUA=A
ANA=A4

+ Absorcién

AU(ANB)=A4
AN(AUB)=4A

-

Elemento neutro
Auo=A
ANnU=A

-

Distributividad
AU(BNC)=(AUB)N(AUC)
AN(BUC)=(ANB)U(ANC)

-

Leyes de De Morgan
(AUB)® = A°NB°
(ANB)¢ = A°U B*
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¢ Elemento inverso

AUA=U
ANAc =2
+ Dominacién
AuU=U
AN =9

Unién generalizada

Siendo S un conjunto de conjuntos, la unién generali-
zada representa a la unién de todos los conjuntos com-
ponentes de S; es decir, contiene a todos los elementos
que pertenecen a algin conjunto de S.

US:{IHAEStalquezeA}: U A
Aes
Interseccién generalizada

Siendo S un conjunto de conjuntos, la interseccién ge-
neralizada representa a la interseccién de todos los con-
juntos componentes de S; es decir, contiene a todos los
elementos que pertenecen a todos los conjuntos de S.

M-

z|VA € S se cumple que z € A} = m A
Aes

6. Relaciones

Par ordenado

Sean a,b € U (donde U es un conjunto universal). Defi-
nimos el par ordenado (a,b) como

(a,0) = {{a}, {a,b}}
+ Propiedad: (a,b) = (¢,d) siy s6losia=cAb=d
n-tupla

Sean aq, n € U. Definimos una n-tupla como:

(a1,...,an) = ((a1,...,an—1),an)

Producto cartesiano

Dados dos conjuntos Ay B, definimos el producto car-
tesiano entre A y B como

AxB={(ab)|ac ANbe B}

Se puede extender esta nocién a mas conjuntos. Dados
conjuntos Ay, ..., A,, definimos el producto cartesiano
entre los A; como

Ay x...ox Ay ={(a1,...,a,) a1 € AYA..Aa, € Ay}

Relacién

Dados conjuntos A4, ..., A, , diremos que R es una re-
lacién sobre tales conjuntos si R C Ay x ... X A,.

¢ La aridad de una relacién R es el tamafio de las
tuplas que la componen. Asi, diremos que R es una
relacién n-aria.

Relacién binaria

Dados conjuntos A y B, diremos que R es una relacién
binaria de A en Bsi RC A x B.

+ Podemos tener una relacién sobre un solo conjunto,
es decir, dado un conjunto A, diremos que R es una
relacién binaria sobre A si R C A x A = A2,

+ Cuando tengamos productos cartesianos entre un mis-
mo conjunto, usaremos una notacién de potencia:

(n—2veces)

A x x =A"

Relacién binaria: Divide a |

Esta relacién sobre los naturales sin el 0, es una tal que
a estd relacionado con b si y s6lo si b es miiltiplo de a:

a|bsiy sélosi Ik € N tal que b = ka

Relacién binaria: Equivalencia médulo n =,

Esta relacion sobre los naturales, es una tal que a estd
relacionado con b si y sélo si |a — b| es multiplo de n:

a =, bsiy sélosi 3k € N tal que |a —b| = kn
Propiedades de las relaciones
Una relacién es
+ Refleja si para cada a € A se tiene que R(a,a).

+ Irrefleja si para cada a € A no se tiene que R(a,a).

-

Simétrica si para cada a,b € A, si R(a,b) entonces
R(b,a).

+ Asimétrica si para cada a,b € A, si R(a,b) entonces
no es cierto que R(b,a).

-

Antisimétrica si para cada a,b € A, si R(a,b) y
R(b,a), entonces a = b.

-

Transitiva si para cadaa,b,c € A, si R(a,b) y R(b,c),
entonces R(a,c).

-

Conexa si para cada a,b € A, se tiene que R(a,b) o
R(b,a).

En légica de predicados (para demostrar):
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+ Refleja: Vo (R(z, x))

¢ Irrefleja: V(= R(z,z))

¢ Simétrica: VaVy(R(z,y) — R(y,z))

¢ Asimétrica: VaVy(R(z,y) — —R(y, z))

¢ Antisimétrica: VaVy((R(z,y) A R(y,z)) = = = y)
¢ Transitiva: VzVyVz((R(z,y) A R(y, 2)) — R(z, z))
¢ Conexa: VzVy(R(a,b) V R(b,a))

Relaciones de equivalencia

Una relacién R sobre Aes una relacién de equivalencia
si es refleja, simétrica y transitiva.

Clase de equivalencia

Sea ~ una relacién de equivalencia sobre un conjunto
A y un elemento x € A. La clase de equivalencia de x
bajo ~ es el conjunto

[gl. ={ye Az ~y}

Teorema 13

Sea ~ una relacién de equivalencia sobre un conjunto
A. Entonces:

1. VeeAuaelz]
2.z ~ysiysdlosi[z] = [y]

3. Si [z] # [y] entonces [z] N[y = @

Conjunto cuociente

Sea ~ una relacién de equivalencia sobre un conjunto
A. El conjunto cuociente de A con respecto a ~ es el
conjunto de todas las clases de equivalencia de ~:

A/ ~={la]|z € A}
indice

Es la cantidad de clases de equivalencia que induce. Es

decir, la cantidad de elementos de su conjunto cuociente.

Particion

Sea A un conjunto cualquiera, y S una coleccién de
subconjuntos de A (S C P(A)). Diremos que S es una
particién de A si cumple que:

LVYXeS XD
2.Us=4
3. VX,Y € Ssi X #Y entonces X NY =&

Teorema 14

Si ~ es una relacién de equivalencia sobre un conjunto
A, entonces A/ ~ es una particién de A.

Relacién |

Esta relacién sobre N x N se define como:

(m,n) ) (r,s) < m4s=n+r

Niimeros enteros

El conjunto de los ntimeros Z se define como el conjunto
cuociente de N? respecto a |:

Z =N/ 1= {[(0,0)], [(0, 1)], [(1,0)], [0, 2)], [(2,0)],...}
+ [(0,0)] serd el entero 0.

¢ [(0,4)] sera el entero i.

o [(4,0)] serd el entero —i.

Nota: “—1" es sélo un nombre para la clase de equi-

valencia [(1,0)]. El simbolo “~" no significa nada por

s solo.

Suma sobre Z

[(mn)] 4, [(r,9)] = [(m + 7,0+ 9)]

Producto sobre Z

[(m,n)] -y [(r,s)] = [(m-s+n-r,m-r+n-s)]

7. Funciones
Funcién
Sea f una relacién binaria de A en B; es decir, f C AxB.
Diremos que f es una funcién de A en B si dado cual-
quier elemento a € A, si existe un elemento b € B tal
que afb, este es tnico:

afbANafec—b=c
Si afb, escribimos b = f(a).
¢ b es la imagen de a.

¢ a es la preimagen de b.

+ Notacién: f: A— B
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Funcién total

Una funcién f : A — B se dice total si todo elemento
en A tiene imagen, es decir

¢ Para todo a € A existe b € B tal que b = f(a).
+ Una funcién que no sea total se dice parcial.

¢ Toda funcién serd total a menos que se diga lo con-
trario.

Inyectividad

Una funcién f : A — B es inyectiva (o 1 —1) si
para cada par de elementos z,y € A se tiene que
fl@) = f(y) = = = y. Es decir, no existen dos ele-
mentos distintos en A con la misma imagen.

Sobreyectividad

Una funcién f : A — B es sobreyectiva (o sobre) si cada
elemento b € B tiene preimagen. Es decir, para todo
b € B existe un a € A tal que b = f(a).

Biyectividad
Una funcién f : A — B es biyectiva si es inyectiva y
sobreyectiva a la vez.

Relacién inversa

Dada una relaciéon R de A en B, una relacién inversa
de R es una relaciéon de B en A definida como

R™' = {(b.a) € B x A|aRb}

Funcién invertible

Dada una funcién fde A en B, diremos que f es inver-
tible si su relacién inversa f~! es una relacién de B en
A.

Composicién de relaciones

Dadas relaciones R de A en By S de B en C, la com-
posicién de R y S es una relacién de A en C definida
como

SoR={(a,c) € Ax C|3be B tal que aRb A bSc}

Composicién de funciones

Dadas funciones f de Aen By g de Ben C, la compo-
sicién g o f es una funcién de A en C.

Teorema 14

Si f: A — B es biyectiva, entonces la relacién inversa
f~! es una funcién biyectiva de B en A.

+ Si f es biyectiva, entonces es invertible.

Teorema 15

Dados dos funciones f: A — By g: B — C:

+ Si fy g son inyectivas, entonces g o f también lo es.

+ Si fy g son sobreyectivas, entonces g o f también lo
es.

Principio del palomar

Se tienen m palomas y n palomares, con m > n. Enton-
ces, si se reparten las m palomas en los n palomares,
necesariamente existird un palomar con mas de una
paloma.

Principio del palomar (matemdtico)

Si se tiene una funcién f : N,, — N, con m > n, la fun-
cién f no puede ser inyectiva. Es decir, necesariamente
existirdn z,y € N,, tales que = # y, pero f(z) = f(y).
Principio del palomar (sobreyectividad)

Si se tiene una funcién f : Ny, = Ny, con m < n, la
funcién f no puede ser sobreyectiva.

Conjunto equinumeroso

Sean A y B dos conjuntos cualesquiera. Diremos que A
es equinumeroso con B (o que A tiene el mismo tamarno
que B) si existe una funcién biyectiva f : A — B. Lo
denotamos como

AxB

Esta es una relacién de equivalencia.
Cardinalidad
La cardinalidad de un conjunto A es su clase de equiva-
lencia bajo ~:

|4] = [Al~
Conjunto finito

Diremos que A es un conjunto finito si A = n, para
algiin n € N. Es decir, si existe una funcién biyectiva
f:A—-n={0,...,n—1}.

+ En tal caso, se tiene que |A| = [n]~.
¢ Por simplicidad, diremos que |A| = n.

¢ También podemos decir que A tiene n elementos.
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Lema 1

Sean A y B dos conjuntos finitos tales que AN B= @.
Entonces, |[AU B| = |A| + |B|.

Teorema 16

Sea A un conjunto finito. Entonces, se cumple que
|P(A)] =24l

¢ Esto implica que si A es un conjunto finito, entonces
su cardinalidad es estrictamente menor que la de
su conjunto potencia.

Conjunto enumerable

Un conjunto A se dice enumerable si [A] = |N|.

Teorema 17 (Schréder-Bernstein)

A = Bsiy sblosi existen funciones inyectivas f : A — B
yg:B— A

Conjunto enumerable (alternativa)

Un conjunto A es enumerable si y sélo si todos sus
elementos se pueden poner en una lista infinita; es decir,
si existe una sucesién infinita

(ag,a,az,. .. an,any1,...)

tal que todos los elementos de A aparecen en la sucesién
una inica vez cada uno.
Teorema 18 (Cantor)
El intervalo real (0,1) C R es infinito pero no enumera-

ble.

Teorema 19

(0,1) R = P(N)

Relacién < entre conjuntos

Dados conjuntos A y B, diremos que 4 < B (4 no
es més grande que B), si existe una funcién inyectiva
f:A— B.

¢ < no es una relacién de orden.

¢ Si A =< B, diremos que |4] < |B|.

Conjunto menos numeroso

Dados conjuntos A y B, diremos que A < B (A es
menos numeroso que B) si A < B pero A % B.

+ Esta nocién con funciones se define de tal forma que
existe una funcién inyectiva f : A — B, pero no existe
una funcién biyectiva g : A — B.

¢ Si A < B, diremos que

Al <|B|.

+ Corolario: [N| < |P(N)|.

Teorema 20 (Cantor, menos numeroso)

A es menos numeroso que su conjunto potencia, es decir

|4l < [P(A)]

8. Andlisis de algoritmos

Algoritmo

Es un método para convertir un input en un output.
A estos métodos les exigiremos ciertas propiedades:

+ Precision: cada instruccién debe ser planteada de
forma precisa y no ambigua.

¢ Determinismo: cada instruccién tiene un tinico com-
portamiento que depende sélo del input.

+ Finitud: el algoritmo estd compuesto por un conjunto
finito de instrucciones.

Objetivos
El anél

s de algoritmos tiene dos objetivos:

+ Estudiar cudndo y por qué los algoritmos son correc-
tos (es decir, hacen lo que dicen que hacen).

+ Estimar la cantidad de recursos computacionales
que un algoritmo necesita para su ejecucion.

Pseudo-cédigo

Se usa pseudo-cédigo para escribir algoritmos:

+ Instrucciones usuales como if, while, return, ...

+ Notaciones cémodas para arreglos, conjuntos, etc.

Consideraremos que los algoritmos tienen:

+ Precondiciones: representan el input del programa.

+ Postcondiciones: representan el output del progra-
ma, lo que hace el algoritmo con el input.
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Correccién de algoritmos
Un algoritmo es

¢ correcto, si para todo input valido, el algoritmo se
detiene y produce un output correcto.

-

incorrecto, si existe un input vélido para el cual el
algoritmo no se detiene o produce un output incorrec-
to.

Algoritmos iterativos

Debemos demostrar dos cosas:

¢ Correccién parcial: si el algoritmo se detiene, se
cumplen las postcondiciones.

¢ Terminacién: el algoritmo se detiene.

Demostracién

Para demostrar la correccién parcial, buscamos un in-
variante I(k) para los loops:

-

Una propiedad I que sea verdadera en cada paso k
de la iteracién.

-

Debe relacionar a las variables presentes en el algorit-
mo.

-

Al finalizar la ejecucion, debe asegurar que las post-
condiciones se cumplan.

Una vez encontramos una invariante, demostramos la
correccién del loop inductivamente:

-

Base: las precondiciones deben implicar que I(0) es
verdadero.

-

Induccién: para todo natural k > 0, si Ge I(k) son
verdaderos antes de la iteracién, entonces I (k + 1) es
verdadero después de la iteracion.

-

Correccidn: inmediatamente después de terminado
el loop (i.e. cuando G es falso), sik = N e I(N) es
verdadero, entonces las postcondiciones se cumplen.

Y para demostrar terminacién, debemos mostrar
que existe un k para el cual G es falso.
Algoritmos recursivos

En el caso de los algoritmos recursivos, no necesitamos

dividir la demostracién en correccién parcial y termina-

cién.

+ Basta con demostrar por induccién la propiedad (co-
rreccién) deseada.

+ En general, la induccién se realiza sobre el tamano
del input.

Notacién asintética

Lo que nos interesa luego de determinar cuando un
algoritmo es correcto, es su comportamiento a medida
que crece el input, ya que el hecho de que un algoritmo
sea correcto no implica que sea 1til en la practica: hay
que determinar su tiempo de ejecucion.
Vamos a ocupar funciones de dominio natural (N) y
recorrido real positivo (R)
+ El dominio serd el tamanio del input de un algoritmo.
+ El recorrido serd el tiempo necesario para ejecutar el
algoritmo.
Sea f: N — R*, entonces
O(f) ={g:N—=R"|(Jec € R")(Ing € N)(Vn > ng) :
g(n) <c- f(n)}
Diremos que g € O(f) es a lo més de orden f o que es
o(f)-
Qf)={g:N—=R"|(3ceR")(3ng € N)(¥n > ng) :
g(n) zc- f(n)}
Diremos que g € Q(f) es al menos de orden f o que es
Q(f)-
o(f) = 0(f) nQ(f)
Diremos que g € O(f) es exactamente de orden f o que

es O(f).

Teorema 21

Sif(n) = ar-nF+ap_1 7"+ .. ax-n®4a,-n+ag
con a; € Ry aj, > 0, entonces f es O(nF).
Teorema 22

Si f(n) = log,(n) con a > 1, entonces para todo b > 1
se cumple que f es O(log,(n)).
Funciones mas usadas

Las funciones mds usadas para los 6rdenes de notacién
asintética tienen nombres tipicos.

Notacién | Nombre
o(1) Constante
O(log(n)) Logaritmico
O(n) Lineal
O(nlog(n)) | nlog(n)
O(n?) Cuadritico
o(n®) Ciibico
O(n*) Polinomial
o(m*) Exponencial
o(n!) Factorial

conk>0ym>2.
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Complejidad algoritmos iterativos

Queremos encontrar una funcién T'(n) que modele el
tiempo de ejecucién de un algoritmo.

+ Donde n es el tamafio del input.
+ No queremos valores exactos de T para cadan, sino
que una notacién asintética para ella.

¢ Para encontrar T', contamos las instrucciones ejecuta-
das por el algoritmo.

+ A veces contaremos cierto tipo de instrucciones que
son relevantes para un algoritmo particular.

Consideremos el siguiente algoritmo de bisqueda de
arreglos:
BUSQUEDA(A,n, k)

Donde:

+ Input: un arreglo de A = [ag, ..., a,_1], un natural
n > 0 correspondiente al largo del arreglo A y un
entero k.

¢ Output: el indice de k en A, —1 si no esta.

1 for 1=0 to n—1 do
2 if a; = k then
3 return

4 return —1

(Qué instruccién(es) contamos?
+ Deben ser representativas de lo que hace el problema.
+ En este caso, por ejemplo 3 y 4 no lo son.

¢ La instruccién 2 si lo serfa, y mds especificamente la
comparacion.

¢ Las comparaciones estan entre las instrucciones que
se cuentan tipicamente, sobre todo en biisqueda y
ordenacién.

(Respecto a qué pardmetro buscamos la notacién
asintotica?

¢ En el ejemplo, es natural pensar en el tamano de
arreglo n.

En conclusién: queremos encontrar una notacién
asintética (ojald ©) para la cantidad de veces que se
ejecuta la comparacién de la linea 2 en funcién de n.
Llamaremos a esta cantidad T'(n).

Ahora, {T(n) depende solo de n?

+ El contenido del arreglo influye en la ejecucion del
algoritmo.

+ Estimaremos entonces el tiempo para el peor caso
(cuando el input hace que el algoritmo se demore la
mayor cantidad de tiempo posible) y el mejor caso
(lo contrario) para un tamano de input n.

En nuestro ejemplo:

+ Mejor caso: ap = k. Aqui la linea 2 se ejecuta una
vez, y luego T'(n) es O(1).

+ Peor caso: k no esta en A. La linea 2 se ejecutara

tantas veces como elementos en A, y entonces T (n)
es O(n).

+ Diremos entonces que el algoritmo BUSQUE—
DA(A,n, k) es de complejidad O(n) o lineal en el
peor caso y O(1) o constante en el mejor caso.

En general, nos conformaremos con encontrar la com-
plejidad del peor caso.

+ Es la que mas interesa, al decirnos qué tan mal se
puede comportar un algoritmo en la préictica.

Ademis, a veces puede ser dificil encontrar una notacién

o.

+ Nos basta y es suficiente con una buena estimacién
O, tanto para el mejor y el peor caso.

+ Nos da una cota superior para el tiempo de ejecucién
del algoritmo.

Complejidad algoritmos recursivos

En este caso, el principio es el mismo: contar instruc-

ciones.

+ Buscamos alguna(s) instruccién(es) representativa(s).

+ Contamos cudntas veces se ejecuta en cada ejecucién
del algoritmo.

Tenemos que considerar las llamadas recursivas del al-

goritmo.

+ Esto hara que aparezcan férmulas recursivas que de-
beremos resolver.

Por ejemplo, podemos encontrar una funcién T'(n) para
la cantidad de comparaciones que realiza un algoritmo
en el peor caso, en funcién del tamano del arreglo. Este
tipo de funciones se denomina ecuacién de recurren-
cia.

Notacién asintética condicional
Sea P C N. Luego,
O(f|P)={9:N—=R"|(3ce R")(3ng € N)
(Vn > no)(n € P = g(n) < c- f(n)}

Las notaciones Q(f | P) y ©( f | P) se definen de manera
andloga.
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Funcién asintéticamente no decreciente

Una funcién f : N — R se denomina asf si cumple que
(3ng € N)(¥n > no)(f(n) < f(n+1))

Por ejemplo, las funciones logy(n ), n, n* y 2" son asinto-
ticamente no decrecientes.

Funcién b-arménica

Dado un natural b > 0, una funcién f : N = RT se
denomina b-arménica si f(b-n) € O(f).

Teorema 23

Sean f,g:N — R*, un natural b> 1y
POTENCIA, = {b'|ie N}

Si f,g son asintéticamente no decrecientes, g es b-
arménica y f € O(g| POTENCIA,;), entonces f €
O(9)-

Teorema 24 (Maestro)

Si a1,az,b,¢,¢c0,d € RY y b > 1, entonces para una
recurrencia de la forma,

T(n) co 0<n<ng
n) =
ap-T([#D) +az-T([3 ) +c-n? n>ng
se cumple que
(')(nd) ay + ay < b?

T(n) € {O(n?-log(n)) a1 +az =b?
O(nlos(@a1ta2))  ay 4 ay > b

9. Teoria de grafos
Grafo

Un grafo G = (V, E) es un par donde V' es un conjunto,
cuyos elementos llamaremos wvértices o nodos, y E es
una relacién binaria sobre V' (es decir, E C V x V),
cuyos elementos llamaremos aristas.

Para representar un grafo, usamos puntos o circulos
para dibujar vértices, y flechas para dibujar aristas. Ca-
da arista serd una flecha entre los nodos que relaciona.
Estos son los llamados grafos dirigidos.

Rulo (loop)

Es una arista (z,y) € E tal que z = y. Es decir, es una
arista que conecta un vértice con si mismo.

Aristas paralelas

Dos aristas (z,y) € E y (2,w) € E son pararelas si
r = w ey = z Es decir, si conectan a los mismos
vértices.

Grafo no dirigido

Un grafo G = (V, E) es no dirigido si toda arista tiene
una arista paralela. Alternativamente, G es no dirigido
si E es simétrica. En estos grafos se dibuja con trazos
en lugar de flechas.

Grafo simple

Un grafo no dirigido G = (V, E) es simple si no tiene
rulos. Alternativamente, G es simple si F es irrefleja.
Convencién sobre grafos

De ahora en adelante (a menos que se explicite otra co-
sa), cuando hablemos de grafos estaremos refiriéndonos
a grafos simples, no dirigidos, no vacios y finitos.

¢ V#Dy|V|=n,conneN

¢ E es simétrica e irrefleja.

Vértices adyacentes o vecinos

Dado un grafo G = (V, E), dés vértices z,y € V son
adyacengtes o vecinos si (z,y) € E.

Isomorfismo

Dos grafos Gy = (V4, Ey) y G2 = (Va, E») son isomor-
fos si existe una funcién biyectiva f : Vi — Va tal que
(z,y) € Ey siysélosi (f(z), f(y)) € Ea. En tal caso:

¢ Diremos que f es un isomorfismo entre Gy y Gs.

+ Escribiremos G = Gy.

Teorema 25

La relacién de isomorfismo = es una relacién de equiva-
lencia (es decir, es refleja, simétrica y transitiva).

Camino (informal)

Un camino es un grafo cuyos vértices pueden dibujarse
en una linea tal que dos vértices son adyacentes si y
sélo si aparecen consecutivos en la linea.
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Camino (formal)
Considere un grafo GI' = (V’, EL), donde
P

Vi ={v,.. v}

EP = {(vi,vj)|ie{l,....n—=1}Aj=1i+1}
Un camino (de n vértices) es un grafo isomorfo a G’
A la clase de equivalencia [GT ]~ la llamaremos P, : los
caminos con n vértices.
Ciclo (informal)
Un ciclo es un grafo cuyos vértices pueden dibujarse en
un circulo tal que dor vértices son adyancentes si y sélo
si aparecen consecutivos en él.
Ciclo (formal)

Considere un grafo G§ = (VS Eﬂ(), donde

Vnc ={v1,..., v}

ES = {(vi,vj) i € {1,....n =1} Aj =i+ 1}U{(vn, 1)}

Un ciclo (de n vértices) es un grafo isomorfo a G’
A la clase de equivalencia [G$ ]~ la llamaremos C,: los
ciclos con n vértices.

Grafo completo

Un grafo completo es un grafo en el que todos los pares
de vértices son adyacentes.
A la clase de equivalencia de los grafos completos de n
vértices la llamaremos K, .

Grafo bipartito

Un grafo G = (V, E) se deice bipartito si V se puede
particionar en dos conjuntos no vacios Vi y V5 tales que
para toda arista (z,y) € E, x € Vie y € Va,oz € Vae

yeW.
Es decir,
¢ V=VIUV,
s ViNVo=0

+ Cada arista une a dos vértices en conjuntos distintos
de la particién.

Grafo bipartito completo

Un grafo bipartito completo es un grafo bipartito en
que cada vértice es adyacente a todos los de la otra
particion.

A la clase de equivalencia de los grafos bipartitos comple-
tos la llamaremos K, ,,, donde n y m son los tamanos
de las particiones.

Subgrafo

Dado un grafo G = (Vg, Eg), un grafo H = (Vi, Eg) es
un subgrafo de G (denotado como H C G) si Vg C Vg,
Ey C Eg 'y Epy sélo contiene aristas entre vértices de
V.

Clique

Dado un grafo G = (Vg, Eg), un clique en G es un
conjunto de vértices K C Vg tal que

Yoy, ve € K. (v1,02) € Eg

Conjunto independiente

Dado un grafo G = (Vg, Eg), un conjunto indepen-
diente en G es un conjunto de vértices K C Vg tal
que

Yu,v e K. (u,v) ¢ Eg

Complemento

Dado un grafo G = (Vi, Eg), el complemento de G es el
grafo G = (Vg, Eg), donde (u,v) € Eg > (u,v) ¢ Eg.

Grafo autocomplementario

Un grafo G se dice autocomplementario si G = G.

Teorema 26

Dado un grafo G= (V, E), un conjunto V/ C V es un
clique en G siy s6lo si es un conjunto independiente en

G.

Matriz de adyacencia

Dado un grafo G = (V,E), como E es una relacién
binaria podemos representarla en una matriz, llamada
matriz de adyacencia de G.

Por ejemplo, si V = {1,2,3,4} y E
(1,4),(2,1),(2,3).(2,4), (3,2),(3,4). (4,1),

entonces
[0 0 1]
1 11
Me =14 01
L 1 1 OJ

+ Si el grafo es simple, la diagional sélo contiene ceros.

=

+ Si el grafo es no dirigido, entonces Mg = M
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Matriz de incidencia

Ademés de la matriz de adyacencia, podemos usar una
matriz de incidencia Ag:

+ Etiquetamos las aristas de G.

¢ Cada fila de la matriz representard un vértice, y cada
columna a una arista.

+ Cada posicién de la matriz tendra un 1 si la arista de
la columna incide en el vértice de al fila.

Por ejemplo, si V = {1,2,3,4 y F = {(1,2),
(1,4),(2,1),(2,3), (2,4),(3,2),(3,4), (4,1),(4,2),(4,3)},
entonces

{11000
10110
Ade=1g 01 0 1

[01011J

Grado de un grafo

Dado un grafo G y un vértice v de él, el grado de v
(denotado como 6¢(v)) es la cantidad de aristas que
inciden en v.

Vecindad de un grafo

Dado un grafo Gy un vértice v de él, la vecindad de v
es el conjunto de vecinos de v:

Ne(v) = {ul](v,u) € E}
En un grafo simple, d¢(v) = |[Ng(v)|

Teorema 27 (Handshaking lemma)

Si G = (V, E) es un grafo sin rulos, entonces

> dalv) =2

veV

B

Es decir, la suma de los grafos de los vértices es dos
veces la cantidad de aristas.

+ Corolario: En un grafo sin rulos siempre hay una
cantidad par de vértices de grado impar.

Caminatas

Una caminata en un grafo G = (V, E) es una secuencia
de vértices (vg,vy,v2,...,v1), convg,...,vp € V, tal
que (v;—1,v;) € E, con i entre 1 y k.

Una caminata cerrada en un grafo es una caminata
que empieza y termina en el mismo vértice: vy = vg.

Caminos y ciclos

Un camino es un grafo es una caminata en la que no
se repiten aristas.

Un ciclo en un grafo es una caminata cerrada en la que
1o se repiten aristas.

Largo de una caminata, camino o ciclo

Corresponde a la cantidad de aristas que lo componen.
Si estd compuesto por un tnico vértice (sin aristas),
diremos que tiene largo 0.

Vértices conectados

Dos vértices x ey en un grafo G estan conectados si
existe un camino en G' que empieza en z y termina en

Nota: Que dos vértices “estén conectados” implica una
relacién de equivalencia.

Componente conexa

Dado un vértice v de un grafo G, su clase de equivalencia
bajo la relacién “estar conectados” es una componente
conexa de G.

En general, diremos que la componente conexa tambien
contiene a las aristas entre los vértices de ella.

Grafo conexo

Un grafo G se dice conexo si todo par de vértices
z,y € V estd conectado. En otro caso, G es disconexo.
En otras palabras, esta definicién es equivalente a decir
que G tiene sélo una componente conexa.

Teorema 28

Un grafo G con n vértices y k aristas tiene al menos
n—k componcntcs conexas.

+ Corolario: Si un grafo G' con n vértices es conexo,
tiene al menos n — 1 aristas.
Arista de corte

Una arista de corte en un grafo G es una arista tal
que al eliminarla aumenta la cantidad de componentes
conexas de G.

Vértice de corte

Un vértice de corte en un grafo G es un vértice tal que
al eliminarlo (junto con todas sus aristas inciden
aumenta la cantidad de componentes conexas de G.
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Teorema 29

Una arista en un grafo G es de corte si y sélo si no
pertenece a ningin ciclo en G.

Lema 2

En un grafo simple GG, toda caminata cerrada de largo
impar contiene un ciclo de largo impar.

Teorema 30

Un grafo simple conexo G' es bipartito si y sélo si no
contiene ningun ciclo de largo impar.

Multigrafo

Sea V' un conjunto de vértices, E' un conjunto de aristas
y S CP(V) tal que

S={{uv}lueVAveV}

Un multigrafo G = (V, E, f) es un trio ordenado donde
f: E — S es una funcién que asigna un par de vértices
a cada arista en E.

Ciclo Euleriano

Un ciclo euleriano en un (multi)grafo G' es un ciclo que
contiene a todas las aristas y vértices de G.

+ Es un ciclo, por lo tanto no puede repetir aristas.
+ Pueden repetirse vértices.

¢ Iremos que G es un grafo Euleriano si contiene un
ciclo Euleriano.

Teorema 31

Un (multi)grafo sin rulos es Euleriano si y sélo si es

conexo y todos sus vértices tienen grado par.

Camino Euleriano

Un camino Euleriano en un (multi)grafo G es un camino
no cerrado que contiene a todas las aristas y vértices de

G.

Teorema 32

Un (multi)grafo tiene un camino Euleriano si y sélo si
es conexo y contiene exactamente dos vértices de grado
impar.

Ciclo Hamiltoniano

Un ciclo Hamiltoniano en un grafo G es un ciclo en G
que contiene a todos sus vértices una tnica vez cada
uno (excepto por el inicial y el final).

+ Diremos que G es un grafo Hamiltoniano si contie-
ne un ciclo Hamiltoniano.

+ No hay ninguna relacién entre grafos Eulerianos y
Hamiltonianos.
Arbol

Un grafo T = (V, E) es un drbol si para cada par de
vértices x,y € V existe un tinico camino entre ellos. Por
lo tanto, siempre es conexo.

Bosque

Un grafo T'= (V, E) es un bosque si para cada par de
vértices x,y € V, si existe un camino entre ellos, este
es unico. Un bosque es un conjunto de drboles.

Arboles con raiz

Distinguimos uno de los vértices r € V, al que llama-
remos la raiz del drbol. Los vértices de grado menor o
igual a 1 se llaman hojas. Los dibujamos con la raiz
arriba y los demads vértices hacia abajo.

Definiciones alternativas de arbol

Hay muchas definiciones equivalentes para los drboles:

1. Ungrafo T = (V, E) es un drbol si y sélo si es conexo
y aciclico.

)

. Un grafoT = (V, ) es un arbol si y sélo si es conexo
y todas sus aristas son de corte.
Teorema 33

Todo arbol es un grafo bipartito.

Teorema 34

SiT es un drbol y v es una hoja de él, entonces el grafo
T — v (el grafo que resulta de quitar el vértice y sus
aristas incidentes) es un arbol.

Otra definicién 1til de drbol

Un grafo T' = (V, E) con n vértices es un arbol si y
sélo si es conexo y tiene exactamente n — 1 aristas.

IIC1253

Matematicas Discretas

Pagina: 16 de 20



P. UNIVERSIDAD CATOLICA DE CHILE

Dp1O. DE CIENCIA DE LA COMPUTACION

Profundidad, altura, ancestros, padre, hijos y
hermanos

Sea T = (V,E) un édrbol con raiz r y  un vértice
cualquiera.

-

La profundidad de z es el largo del camino que lo
une con r (r tiene profundidad 0).

-

La altura o profundidad del drbol es el mdximo de
las profundidades de sus vértices.

-

Los ancestros de = son los vértices que aparecen en
el camino entre él y r. Note que z es ancestro de si
mismo.

-

El padre de z es su ancestro (propio) de mayor pro-
fundidad. Diremos que z es hijo de su padre.

-

Dos vértices x e y con el mismo padre son hermanos.

Arboles binarios

Un 4rbol con raiz se dice binario si todo vértice tiene
grafo a lo mds 3; o equivalentemente, si todo vértice
tiene a lo mds dos hijos. Podemos distinguir entre hijos
izquierdos y derechos.

Teorema 35

La cantidad de vértices sin hijos de un drbol binario es
la cantidad de vértices con exactamente dos hijos més
1.

Arbol binario completo

Un arbol binario completo es un arbol binario tal
que:

1. Todas las hojas estédn a la misma profundidad.

2. Todos los vértices que no son hojas tienen exacta-
mente dos hijos.

Teorema 36

—

. Un drbol binario completo de altura H tiene exacta-
mente 27 hojas.

[N

. Un drbol binario completo de altura H tiene exacta-
mente 20+ — 1 vértices.

3. Si H es la altura de un arbol binario completo con
n vértices, entonces H < log,(n).

10. Teoria de ntimeros

Recordando la relacién |

La relacién divide a, denotada por |, sobre los enteros
sin el 0, es una relacion tal que a estd relacionado con b
siy sélo b es multiplo de a:

alb siy sélo si Ik € Z tal que b = ka

Recordando la relacién =,

La relacién equivalencia modulo n, denotada por =,,, so-
bre los enteros, es una relacién tal que a estd relacionado
con b siy sélo si n|(b— a):

a=,bsi

a =, bsiy sélosi 3k €Z tal que (b—a) = kn

solo si n|(b— a)

+ La relacién =,, es una relacién de equivalencia.

+ Podemos tomar el conjunto cuociente generado por
ella sobre Z.

+ Usando las clases de equivalencia, definimos la suma
y la multiplicacién.

Suma y multiplicacién
Dado n € N,n > 0, definimos
Zn=17]=n

y sus operaciones

[i]+ 5] = [i+ 4]

[i]- [ =[i-4]
Operacién médulo n
La operacién moédulo n entrega el resto de la divisién
por n. Se escribe a mod n o a %n.
Con esta operaciéon podemos redefinir la suma y multi-
plicacién en Zy:

[i] + [j] = (i + j) mod n
[i]-[j] = (i j) mod n

+ Una observacién importante es que siempre se cumple

que
0<amodn<mn

Teorema 37
a =, bsiy sélosiamodn=>bmod n.

+ Corolario: a =,, a mod n.
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Teorema 38

Sia=,byc=, d, entonces
(a+c)=, (b+d)
(a-¢)=, (b-d)

+ Corolario:

(a +b) mod n = ((a mod n) + b mod n) mod n

a-bmod n = ((a mod n)(b mod n)) mod n

Teorema 39 (Fermat)

Si p es un numero primo, para cualquier enteroa se
p —
cumple que a? =, a.

¢ Corolario: Si p es un mimero primo y aes un entero
que no es multiplo de p, entonces a?~! =, 1.

Maéximo comun divisor (informal)

Dados dos nimeros a y b, su maximo comun divisor,

denotado como MCD(a,b), es el méximo natural n tal

que nja y n|b.

Teorema 40

Si b > 0, entonces MCD(a,b) = MCD(b,a mod b).

a

MCD(a,b) = -
MCD(b,amod b) b>0

Calculando enteros con MCD

Con el algoritmo (ecuacién) anterior, se puede calcular
s,t € Z sabiendo que

MCD(a,b)=s-a+t-b
Algoritmo extendido del MCD
Sea a > b.
1. Definimos una sucesién {r;} como:

ro=a,r =b, riz1 =7r;—1 mod r;

2. Definimos sucesiones {s;}, {t;} tales que:
so=1,t=0
s1=0,t1 =1

ri=8-a+1t;-b

w

. Calculamos estas sucesiones hasta un k tal que
= 0.

'y

. Entonces, MCD(a,b) = ry—1 = Sp—1-a+tp_1-b.

Algoritmo extendido del MCD (alternativa)

Sea a > b.
1. Definimos una sucesién {r;} como:

ro=a,r =b, rip1 =7r;—1 modr;

2. Definimos sucesiones {s;}, {t;} tales que:
so=1,t=0
s1=0,t; =1

Ti-1 Ti—1
Sitl = Si—1 — { ™ J Sy i =tio1 — {TJ -t

3. Calculamos estas sucesiones hasta un k tal que
e =0.

4. Entonces, MCD(a,b) =ry_1 = Sg—1-a+ty_1-b.

Inverso

b es inverso de a en médulo n si a- b =, 1. Se puede
denotar como a~'. Ojo: no es lo mismo que L.
Teorema 41

a tiene inverso en médulo n si y sélo si MC'D(a,n) = 1.
Si se cumple esto, diremos que a y n son primos rela-
tivos o coprimos.

Método para calcular el inverso

La demostracién del teorema 41 nos da un método para
calcular el inverso:

+ Usamos el algoritmo extendido del méximo comin
divisor para encontrar s y ¢ tales que 1 =s-a +¢-n.

¢+ s serd el inverso de a en médulo n.

Dados a,b,n € Z, si a =, b tambien podemos escribir:
a=b (mod n)

Esta es la notacién més usada en la literatura.

Congruencia lineal

Una congruencia lineal es una ecuacién de la forma
ax = b (mod n)

donde n € N— {0}, a,b € Z y x es una variable.

Corolario teorema 41

Siay nson primos relativos, entonces ax = b (mod n)
tiene solucién en Z,,.
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Teorema 42 (Chino del Resto)

Sean my,mg, ..., my con m; > 1 tal que m;, m; son
primos relativos con i # j. Para aj,as,...,a, € Z, el
sistema de ecuaciones:

= = ay (mod my)

= = ay (mod my)

z = a, (mod m,,)
n

tiene una tnica solucién en Z,, con m = H m;

i=1

Lema 3

Sean mq,my > 1 coprimos y u,v € Z Siu =
v (mod my) y u=wv (mod my), entonces

u = v (mod my - ma)

Este lema se puede generalizar para n coprimos.

11. Complejidad computacional

Problemas de decisién (informal)

Son los problemas para los cuales sus respuestas posibles
son SI o NO.

Problemas de decisién (formal)

Un problema de decisién 7 se compone de un conjunto
de instancias I; y un lenguaje L, C I, y se define
como

Dado un elemento w € I, determinar si w € L
Ejemplos:
+ PRIMO:

¢ Iprivo = N.

¢ Lprivo = {p € N|p es primo}
+ EULERIANO:

o IpyrLeriano = {G |G es un grafo}

o Lguperiano = {G| G es un grafo con ciclo euleariano}

+ SAT:

o Isar = L(P)

o Lsar = {a € L(P) |« es satisfacible}
Un algoritmo A resuelve un problema de decisién 7 si
para cada input w € I, el algoritmo A responde SI

cuando w € L, y responde NO cuando w € I — L,
(en este caso diremos que w ¢ Ly ).

Clase de complejidad DTIME

La clase de complejidad DTIME(T (n)) es el conjunto
de problemas para los cuales existe un algoritmo que lo
resuelve de complejidad O(T (n)), donde n es el tamainio
del input:

DTIME(T (n)) = {r | w es un problema de decisién para
el cual existe un algoritmo A que lo resuelve y que para
todo w € I corre en O(T'(Jw|))}.

Los ejemplos anteriores pertenecen a las clases de com-
plejidad:

+ PRIMO € DTIME(10")
+ EULERIANO € DTIME(n?)

+ SAT € DTIME(2")

Clase de complejidad PTIME

La clase de complejidad PTIME o simplemente P se
define como

-
P = |J DTIME(n¥)
k=0

La clase PTIME contiene a todos los problemas que
pueden resolverse en tiempo polinomial. En general di-
remos que estos problemas son tratables. Por ejemplo,
EULERIANO € P.

Clase de complejidad NP

Como definicién informal, la clase de complejidad NP
contiene a todos los problemas de decisién para los cua-
les es posible verificar una solucién al problema de forma
eficiente. Sin embargo, no necesariamente encontrar la
solucién es facil.

En una via mds formal, la clase de complejidad NP
contiene a todos los problemas de decisién 7 para los
cuales se cumple lo siguiente:

Siw € Ly, entonces existe un certificado c ), de ta-
mano polinomial respecto a w, tal que existe un algo-
ritmo que usando ¢(w) puede determinar en tiempo
polinomial si w € L.

Teorema 43

P C NP. Este teorema nos permite establecer una pri-
mera cota para las clases P y NP.
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Reducciones polinomiales

Dados dos problemas de decision 7 = (Ir,Lx) y
@' = (I, Ly), diremos que @’ se reduce desde 7 si dada
una instancia w € I existe una funcién A : Iy — I
polinomial en |w| tal que

w € L <+ A(w) € L

En este caso diremos que 7' es por lo menos tan
dificil como 7 y lo denotaremos como 7 o 7.
Férmula en 3-CNF

Decimos que una férmula a estd en 3-CNF si es una
conjuncién de clausulas de exactamente 3 literales cada

una.

+ En general aplicamos la restriccion de 3 literales al
conjunto que representa a cada clausula.

+ Por lo tanto, no pueden repetirse literales en la misma
cldusula.

SAT-3CNF
Definimos SAT-3CNF como

Isar-3onF = a € L(P) en 3-CNF
Lsar-scne = {« € L(P) en 3-CNF |« es satisfacible}

En este caso, diremos que SAT-3CNF es por lo menos
tan dificil como SAT-3CNF.

Teorema 44

o es un preorden (refleja y transitiva).

Nota al lector

NP-hard

El hecho de que  sea un preorden nos permite esta-
blecer una jerarquia en cuanto a la dificultad de los
problemas.

Sea m un problema de decisién. Diremos que 7 es NP-
hard si para todo ©’ € NP se tiene que 7/ o< 7.

En otras palabras, los problemas NP-hard son por lo
menos tan dificiles como todos los problemas en NP.

NP-completo

El tinico problema con la definicién de NP-hard es que
no nos dice nada sobre las cotas superiores de los proble-
mas. La siguiente definicién logra capturar la verdadera
complejidad de la clase NP:

Sea m un problema de decisién. Diremos que 7 es NP-
completo si:

¢+ ™€ NP.
¢ m € NP-hard.

Dado que cualquier problema en NP se puede reducir a
uno NP-completo, podemos concluir que los problemas
NP-completos son los més dificiles de la clase NP.

Teorema 45 (de Cook)
SAT-CNF es NP-completo.

Problema de decisién: Clique

Icrique = Todos los grafos no dirigidos.

Leuique = {(G, k) | G tiene un clique de tamano kA k > 2}

CLIQUE es NP-completo.

Este documento esta libre tanto para su edicién como para su uso o distribucién. Si deseas clonar el repositorio de
GitHub (crow-rojas/Resumen-IIC1253-PUC) y editar el documento a tu manera, eres totalmente bienvenido/a.

Son también bienvenidas recomendaciones y/o sugerencias para mejorar atin mas el documento, asf que si se te ocurre
alguna no dudes en escribirme a mi correo carojas37@uc.cl.

iExito con el estudio!
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