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1. ;Qué son las matematicas discretas?

“El lenguaje necesario para entender y modelar la computacién”. Las matematicas discretas usan conjun-
tos finitos e infinitos al momento de estudio. Modelan los objetos y conceptos abstractos de las matematicas
que pueden ser representados dentro de un computador.

1.1. Légica

La logica consiste en el uso y estudio del razonamiento valido. Para esto, es necesario un lenguaje, pero
esto también supone un problema: Los lenguajes que los humanos hablan tiene ciertas subjetividades y
diferencias entre si, lo que conduce a errores al momento de usar la logica. Para resolver esto, es necesario
usar un lenguaje formal.

Durante el curso, se estudiardn dos légicas (o lenguajes), sin embargo, existen muchos mds
» Légica Proposicional
» Légica de Predicados

(Para qué son necesarias estas légicas? Recordemos nuestro objetivo. Queremos usar esto para reali-
zar nuestro razonamiento matematico. De esta forma, podemos definir correctamente objetos matematicos,
teorias matematicas y realizar demostraciones mas formales

2. Légica Proposicional (LP)

2.1. Proposicion

Una proposicién consiste en una afirmacion, la cual puede ser verdadera (1) o falsa (0).
Para denotar proposiciones bésicas, usaremos letras mayusculas (Ej.: P, Q, R...)
2.2. Conectivos Légicos

La LP usa conectivos sencillos para conseguir formar proposiciones mas complejas.

Conectivos Nombre Uso Significado
A Conjuncién PAQ PyQ
\% Disyuncion PvQ@ PoQ
- Negacion -P No P
— Condicional | P — @ | Si P, entonces Q
<~ Bicondicional | P <> @ | P, siy solo si, Q

2.2.1. Conjuncién (A)

El valor de verdad de una conjuncién es verdadero si ambas proposiciones (a cada lado del signo) son
verdaderas. En cualquier otro caso, es falso.

| PAQ
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2.2.2. Disyuncién (V)

El valor de verdad de una disyuncién es verdadero si al menos una de las proposiciones (a cada lado del
signo), es verdadera.

P Q|PVQ
0 O 0
0 1 1
1 0 1
11 1

2.2.3. Negacién (—)

El valor de verdad corresponde al opuesto del valor entregado (a la derecha del signo)

P | P
1 0
0 1

2.2.4. Condicional (—)

El valor de verdad de una condicional del tipo P — @ es falso si P es verdadero, pero Q es falso. En
cualquier otro caso, es verdadero.

| P=Q

—_ o = ol

P
0
0
1
1

HO)—‘)—'\L

Hint: “Si P es verdadero, entonces necesariamente @) es verdadero”. Si P es verdadero, entonces QQ debera
ser verdadero para tener un valor de verdad verdadero. Si P es falso, entonces de forma automaética el valor
de verdad es verdadero.

2.2.5. Bicondicional (+)

El valor de verdad de una bicondicional es verdadero si ambas proposiciones (a ambos lados del signo)
son iguales (en otras palabras, ambas verdaderas o ambas falsas).

P Q|P+Q
0 0 1
0 1 0
1 0 0
1 1 1

2.3. Proposicion Compuesta
Una proposicién es compuesta si corresponde a la negacién (=), conjuncién (A), disyuncién(V), condicional(—)
o bicondicional( <+ ) de proposiciones compuestas.
Como por ejemplo
PA(QVR)
~(PV(~RAQ))
(P—=Q) < (PNQ)



Si se desea obtener el valor de verdad de alguna proposicién compuesta, se debe evaluar de forma recursiva
cada uno de los conectivos logicos presentes.
Por ejemplo:
“(PV(-RAQ))conP=0,Q=1yR=0
=(0V (-0A1))
=0V (1A1))
-(0Vv1)
=1
0

(P—=>Q)+< (PANQ)conP=1yQ=0
(1=0)«(1A0)
0«0
1

2.3.1. Paréntesis y prioridad

El orden de prioridad entre conectivos logicos, al momento de evaluar proposiciones compuestas, serd el
siguiente:
Conectivo | Precedencia
1

T 1l <>
U W N

3. Formulas y Valuaciones

3.1. Variables Proposicionales
Una variable proposicional es una variable que puede ser reemplazada con los valores 1 o 0. Generalmente

son representadas con una letra mintiscula (Amiga eri boolean)

3.2. Formulas Proposicionales

Una formula proposicional es una formula que puede ser
= Una variable proposicional

= Los valores 1 0 0

= Una combinacién con conectivos logicos

Generalmente son representadas con letras griegas (Ej.: a)
Ejemplos:
a(p,q,r) ==pA(g—r)

B(p,q) == (pA—q)V (~pA1)



4. Equivalencia Logica

4.1. Definicién

Si tenemos dos formulas proposicionales con las mismas variables proposicionales
a(p1,--,pn) ¥ B(p1y- -5 pn)
Entonces, a y 8 seran logicamente equivalentes
a=p
si para toda valuacién posible (v1,...,v,) se cumple que:
a(vy, ..., vn) = Bv1,...,0p)

Ejemplo: Para las férmulas p A (gV 1)y (p Aq)V (p Ar) se tiene la siguiente tabla de verdad:

p q 1t |pA(gVvr) (A V(pAT)
0 0 0 0 0
0 0 1 0 0
0 1 0 0 0
0 1 1 0 0
1 0 0 0 0
1 0 1 1 1
1 1 0 1 1
1 1 1 1 1

Como ambas formulas son equivalentes para toda valuacién, entonces:
pA(gVr)=(@Aa)A(pAT)

4.2. Equivalencias ttiles

1. Conmutatividad:

PANG=qNp
pVqg=qVp

2. Asociatividad:
(gnr) = YA T

3. Idempotente:

PAP=Dp
pPVp=p
4. Doble negacion:
5. Distributividad:
AgVvr)y=m@Aq V(pAT)

(=}



6. De Morgan:
—~(pAg)=-pV g

7. Implicacién:
p—qg="pVg
p=q=-q—p
pea={@—=>q9ANg—p)

8. Absorcién:

pV(pAg) =p
pA(pVag =p
9. Identidad:
pVO=p
pAl=p
10. Dominacién:
pAO=0
pvli=l1

5. Operadores Generalizados

Debido a que V y A son operadores asociativos, podemos escribir las siguientes generalizaciones

n
\/Pizpl Vp2V ... Vpy
i=1

n
/\Pi =p1ApaA ... Apn
i=1
Ademas, podemos saltarnos los parentesis al momento de escribir estas operaciones. Por ejemplo:
(P1Vp2)Vps=p1V(p2Vp3) =p1 V2 Vps

(pr Ap2) Aps =p1 A(p2 Ap3) =p1 Ap2 Aps

6. Formas normales

Primero, consideremos que un literal es una variable proposicional o la negaciéon de una variable.

6.1. Forma Normal Disyuntiva (DNF)

Una formula « estd en DNF si es una disyuncién de conjunciones de literales.

a:ﬁl\/ﬁg\/...\/ﬂk

donde B; = (li; A ... Aliy ) ¥ liys- -+, Liy, son literales.
Por si esta forma de anotarlo es muy complicada de entender, en palabras més simples, nos referimos a que
« estd en DNF si es que es una formula proposicional tal que este compuesta por disyunciones de otras
formulas, las cuales son conjunciones de variables proposicionales.
Ejemplo:

(PA=q)V (=p ApAS)V (1 As)



6.2. Forma Normal Conjuntiva (CNF)

Una formula « estd en CNF si es una conjuncion de disyunciones de literales.

a=PF1ANBa A ... ANBk

donde B; = (l;; V ... V llk) ¥ liys -, Ly, son literales.
Al final, la idea de la CNF es algo asf como una “forma inversa” de la DNF, ya que se invierte que es lo que
se encuentra en disyuncién y lo que se encuentra en conjuncion.
Ejemplo:
(pV=g) A (—pVpVs)A(rV-s)

6.3. Formas normales y Equivalencia logica
Tenemos el siguiente teorema:
1. Toda formula « es légicamente equivalente a una formula en DNF.

2. Toda formula « es l6gicamente equivalente a una formula en CNF.

Debido a las limitadas herramientas de demostracion que tenemos por el momento, la demostracién sera
escrita a futuro en esta parte del resumen. En caso de estar estudiando con este resumen, no considere la
demostracién hasta tener las herramientas suficientes como para demostrar.

7. Consecuencia Logica

Sea ¥ = {aq,...,qm,} un conjunto de formulas con variables pi, ..., p,. Diremos que « es consecuencia
l6gica de ¥ si, y solo si, para toda valuacion vy, ..., v, se tiene que

si [/\ ai](v1,...,v,) =1, entonces a(vy,...,v,) =1

=,

i=1

Esto se denota como ¥ = a (leido como « es consecuencia ldgica de X)

Posiblemente no quede del todo claro el significado de esta formula, pero en palabras, lo que queremos decir
es que si tenemos una valuacién, tal que al aplicarla a toda formula presente en el conjunto retorne 1, entonces
si una formula es consecuencia légica del conjunto, esta debe también retornar 1.

Si lo intentamos ver con una tabla de verdad, a modo de ejemplo, una consecuencia légica se veria de la
siguiente forma:

vy e ovp o as e am | @
1 r .- 0 1
1 1 1 1
0 0 1 0

En donde tenemos una fila marcada en gris, en donde podemos ver que todas las formulas del conjunto %
son iguales a 1 y tambien que « es 1. Si esto se cumple y no sucede que tenemos todas las formulas de la
izquierda con unos, y el alpha de la derecha con un 0, entonces tenemos consecuencia logica.

Otro ejemplo:

v o v lo an o am|a
1 1 0 |1
I 1 -+ 10
0 0 - 1|0

En este caso, ya no hay consecuencia légica, debido a que no se cumple la condicién establecida antes. La
fila marcada en gris, tiene un 0 en la formula final, lo que nos dice que no es consecuencia logica.

NOTA: Si tenemos un conjunto ¥ tal que es imposible obtener una fila con solo unos, entonces cualquier
cosa puede ser consecuencia logica de X. jUsar con sabiduria para demostraciones!



7.1. Consecuencias logicas clasicas

7.1.1. Modus ponens

{pr—at Eq
P alp p—aqlyg
0 0]0 1 |oO
0o 1]0 1 |o
1 0l1 0 |o
1 111 1 |1

7.1.2. Modus tollens

{~¢.p =} =-»

p qalp p—aqlq
0 01 1 |1
0 1]0 1 |1
1 0/1 o0 |o
1 110 1 |o

7.1.3. Resolucién

{pVag,~qVvriEpvr

P q r|pVg —qVr | pVr
0 0 0 0 1 0
0 0 1 0 1 1
0 1 0 1 0 0
0 1 1 1 1 1
1 0 0 1 1 1
1 0 1 1 1 1
1 1 0 1 0 1
1 1 1 1 1 1

7.2. Trucos de consecuencia légica
1. {1}  «, entonces « es una tautologia
2. Si « es una contradiccién, entonces {a} = B
3. Si ¥ = a, entonces ¥ U {f} = « para todo 8
4. SiXU{a} E Ly X =, entonces ¥ =

7.3. Mas consecuencias légicas clasicas
A continuacién, vamos a mostrar mas consecuencias logicas, sumando a la lista en 7.1
1. Modus ponens: {p,p — ¢} = ¢
2. Modus tollens: {—¢,p = q} = —p



3. Resolucién: {pV ¢,~qVr}EpVr

4. Silogismo: {p > ¢,¢q > rtEp—r

5. Silogismo disyuntivo: {p V ¢, p} = ¢
Conjuncién: {p,q} EpAgq
Simplificacién Conjuntiva: {p A ¢} Ep

Amplificacién Disyuntiva: {p} EpV q

© »®» 3@

Demostracién Condicional: {p Ag,p — (¢ = 1)} Er

10. Demostracién por casos: {p > r,¢q > r} = (Vg —r

7.4. Composicion y Consecuencia légica

7.4.1. Definicion

Considerando un conjunto ¥ = {a1(p1,..-,Pn)s-- s @m D1y, Pn)} v B1,- .., Bn como formulas propo-
sicionales.
Una composicién (31, .. ., On), consiste en el conjunto resultante de valuar cada formula de ¥ con 1, ..., By.

En otras palabras:

2(51, Ce 7571) = {(1/1(61, Ce ,Bn), Ce ,Ofm(ﬁl, Ce ,Bn)}

7.4.2. Teorema

Sea ¥ un conjunto de formulas (similar al de antes), y «, 81,. .., By, formulas proposicionales. Si ¥ | «,

entonces X(581,...,0n) Ea(B1,...,0n)-

8. Satisfacibilidad

8.1. Satisfaccion de un conjunto de formulas

Se dice que una formula proposicional a(p1,...,pn,) es satisfacible si existe una valuacién vy, ..., v, tal
que
a(vy,...,v,) =1
Un conjunto ¥ = {aq,...,a,} con variables pq,...,p, se dice que es satisfacible si existe una valuacion
) ) ) )
v1,...,U, tal que

[/\ = 041‘}(’111,...,'1)”) =1

i=1

Si un conjunto o formula no es satisfacible, entonces se dice que es inconsistente.

8.2. Consecuencia légica vs satisfacibilidad

Teorema: {a1,...,an,} = asiysolosi {ag,...,an,, "a} es inconsistente.

10



8.3. Satisfacibilidad y representacién de problemas

Problema: Dada una formula «, verificar si es o no satisfacible.
(Como podemos resolver este problema? Si bien es posible ir probando todas las posibles valuaciones para
verificar, es un proceso largo y poco eficiente. Tristemente, la respuesta a este problema, es que no es posible.
No existe ningun otro método al momento de verificar si una formula es o no es consistente.

9. Légica de Predicados

Hasta ahora, se ha trabajado unicamente con Légica Proposicional. Esta funciona bien, pero tiene algunas
limitaciones que vuelven imposible modelar algunas situaciones.

= No tiene objetos. Solo se pueden usar proposiciones.
= No tiene predicados.

» No tiene cuantificadores.

9.1. ;Y qué tiene la Logica de Predicados?

La logica de predicados es una parte de la 1é6gica de primer orden. La légica de predicados nos va a permitir
expresar ciertas estructuras las cuales no eramos capaces de expresar usando la légica proposicional.

9.2. Predicados

Un predicado consiste en una proposicion abierta. El valor de verdad de un predicado dependera del valor
usado en la valuacién. Generalmente, estos se simbolizan usando letras maytsculas (Ej.: P(x))
Ejemplos de predicados:

» P(z) :=x es par
» R(x) := x es primo

» M(z) := x es mortal

9.2.1. Predicados n-arios

Los predicados n-arios consisten en predicados los cuales usan més de una variable para verificar su valor
de verdad.
Ejemplo: O(z,y) :=x <y.Siz =2ey =3, entonces O(2,3) =1
9.2.2. Dominio de predicado

Todo predicado estd restringido a un cierto dominio de evaluacién. Esto significa que sus valores de verdad
solo se pueden evaluar cuando las variables que se usan en el predicado estan dentro del dominio designado.
Ej.: O(x,y) := 2 <y sobre IN
9.2.3. Predicado 0-ario / Predicado degenerado

Corresponde a un predicado que no tiene ninguna variable libre. Tiene un valor de verdad el cual es
totalmente independiente de su valuacion.

11



9.2.4. Predicados compuestos

Un predicado compuesto corresponde a la combinacién de diversos predicados basicos, usando distintos
operadores para mezclarlos en la sentencia, o la cuantificacién universal o existencial de algun predicado

(Véase [seccion 9.3|). Todos los predicados deben tener el mismo dominio.

9.3. Cuantificadores
9.3.1. Cuantificador Universal

Consideremos P(z,y1,...,Yyn) un predicado compuesto de dominio D.
El cuantificador universal corresponde a

P(y1,..yyn) :=VT.P(x, 91, -, Yn)

donde z es la variable cuantificada e y1, ..., y, son las variables libres.

Si para cierta valuacién se cumple que P’(...) = 1 significa que para toda variable libre se cumple lo
especificado anteriormente.

Ejemplo

O(z,y) :=x < y sobre N
O'(y) :=Vz.0(z,y)
0'(2) =Vz.0(x,2) =0
Podemos notar que para y = 2, no se cumple para todo valor de z lo dictado en el predicado O(z,y)
0" () i= ¥y.0(x,y)

0"(0) :==Vy.0(0,y) =1

Si x = 0, debido a que estamos considerando a los naturales, entonces para todo valor de y se cumple siempre
el predicado.

9.3.2. Cuantificador Existencial
Consideremos P(x,¥1,...,y,) un predicado compuesto de dominio D.

El cuantificador existencial corresponde a

Py, o yn) =32 P(x,y1, .-, Yn)

donde x es la variable cuantificada e y1, ..., ¥y, son las variables libres.
Si para cierta valuacién se cumple que P’(...) = 1 significa que para alguna combinacién de variables libres
se cumple lo especificado anteriormente.
Ejemplo
O(z,y) := x <y sobre N

O'(y) := 32.0(x,y)
0'(2) =32.0(x,2) =1

12



9.4. Interpretaciones

En algunos casos, puede ocurrir que algin predicado o formula, dependiendo de ciertas condiciones, sea
verdadero(a) o falso(a). Debido a esto, vamos a definir las interpretaciones.

Para comenzar, es importante destacar que desde ahora diremos que P(z1,...,z,) es un simbolo de predi-
cado.
Una interpretacién Z para simbolo de predicado Py, ..., P,, se compone de

= Un dominio Z(dom)

» Para cada simbolo P;, un predicado Z(F;)

Sea a(x1,...,2,) una formula y Z una interpretacién de los simbolos en «. Se dice que la interpretacién Z
satisface « sobre ay,...,a, en Z(dom), expresado como

T ':a(ah"'aan)
si a(ay,...,a,) es verdadero al evaluar cada simbolo en « segiin Z. En el caso que Z no logre satisfacer a «,

se anotara como

THalal,...,an)

Ejemplo
Z;(dom) :=IN
Z,(P) :=x es par
Il (O) =r <y

a(z) :=3y.P(y) A O(z,y)
I Eafl):=FyyesparAl <y

10. Equivalencia légica en Légica de Predicados

Se tiene a(z1,...,2,) v B(x1,...,2z,) dos oraciones en ligica de predicados (no tienen variables libres).
«a 'y B seran logicamente equivalentes, escrito como:

a=p
si para toda interpretaciéon Z y para todo aq,...,a, se cumple que:
T E ala,...,a,) si, ysolosi, T = B(ay,...,an)

En otras palabras, funciona practicamente igual a la jequivalencia I6gica en ldgica proposicionall

10.1. Equivalencias légicas

Todas las |equivalencias de logica proposicional| aplican aqui. Simplemente se tienen que cambiar las
variables proposicionales por predicados de légica de predicados. Aqui se muestra un ejemplo:
Conmutatividad (para operador A)

En 1égica proposicional | En légica de predicados
PAG=qAp aANB=LNa

Ahora, ademds de estas equivalencias, nos encontraremos con algunas nuevas

1. “Vz.ao = Jz.~av
2. "dr.a =Vr.a
3. Vz.(aAB) = (Ve.a) A (Vz.0)
4. Vz.(aV pB) = (Vz.a) V (Vz.0)

13



11. Tautologia en Légica de Predicados

Sea a(x1,...,x,) una férmula con variables libres (z1, ..., z,). a es tautologia si para toda interpretacién
T y para todo (ay,...,ay,) en Z(dom) se tiene que:

T Ealar,...,an)

12. Consecuencia légica en Légica de Predicados

Una oracién de légica de predicados « es consecuencia logica de un conjunto de oraciones 3 si para toda
interpretacién Z y para todo (aq,...,ay,) en Z(dom) se cumple que

siZ = X(aq,...,a,) entonces Z = a(aq,...,an,)
Si a es consecuencia légica de X, entonces se denota como

YEa

13. Inferencia en Légica de Predicados

1. Instanciacién Universal
Vz.a(z)

a(a) para cualquier a

2. Generalizacién Universal
a(a) para cualquier a

Ve.a(z)

3. Instanciacion Existencial
Jz.afx)

a(a) para algin a (nuevo)

4. Generalizacién Existencial
a(a) para algin a
Jz.a(x)

14. Demostraciones

14.1. Afirmacién matematica

Una afirmaciéon matematica consiste en una proposicién en légica de predicados

Tipos de afirmaciones matematicas
s Teorema: Afirmacion matematica verdadera y demostrable.
= Proposicién: Similar a un Teorema, pero de menor importancia.
= Definicién: Sentencia usada para explicar la naturaleza de algin objeto matematico.
= Axioma: Suposicién que se considera cierta, y se usa como base para demostrar algo.
= Lema: Proposicién demostrada, usada como herramienta para demostrar un teorema.
s Corolario: Teorema que se deduce de un axioma
= Conjetura: Afirmacién que es intuitivamente correcta, pero que no ha sido demostrada.

s Problema: Conjetura, que podria ser verdadera o falsa. No se sabe su valor de verdad.

14



14.2. ;Qué es una demostracién?

Una demostracion es un argumento valido que permite establecer la verdad de una afirmaciéon matematica.
Con argumento valido, nos referimos a una secuencia de argumentos que puede estar compuesta por

= Axiomas.
= Hipodtesis o supuestos.
= Afirmaciones implicadas por argumentos previos.

Cada argumento en la secuencia légica de argumentos estd conectado con el anterior por una regla de
inferencia (consecuencia logica).
El dltimo paso de la secuencia establece la verdad de la afirmacion.

. Qué NO es una demostracion?

= Una secuencia de simbolos.

= Una secuencia disconexa o imprecisa de argumentos.

Al final, la secuencia de argumentos debe ser lo més clara, precisa y completa posible, para asi, convencer al
lector u oyente, sin dar lugar a dudas acerca de la veracidad de la demostracion.

14.3. ;Cdémo puedo encontrar una secuencia de argumentos?

Si lo que se desea es encontrar una secuencia de argumentos que logre demostrar un teorema se requiere
de las siguientes cosas

= Fxperiencia: La practica hace al maestro.
= Intuicion: Coloquialmente conocida como La cachativa

Creatividad: Pensar fuera de la caja

Perseverancia: If at first you don’t succeed, try, try again.

= Métodos de demostracién

15. Métodos de demostracion

15.1. Demostracion Directa

Si se desea demostrar
Vz.P(x) — Q(x)

entonces se supone que P(n) es verdadero para un n cualquiera, y demostramos que Q(n) es verdadero.

Ejemplo
= Un entero n en Z se dice par si existe k en Z tal que n = 2k.

= Un entero n en Z se dice impar si existe k en Z tal que n = 2k + 1.

15



Teorema: Para todo n € Z, si n es impar, entonces n? es impar.

Para realizar la demostracién, primero suponemos que n es impar. Por definicién, existe un n € Z tal que
n=2k+1.

n? = (2k+1)2
n? = 4k®+4k+1
n? = 2-(2k*+2k)+1

Al definir k' = 2k? + 2k, entonces n? = 2k’ 4+ 1. Esto corresponde a la definicién de un niimero impar, por
lo que n? es impar.
15.2. Demostracion por Contrapositivo

Si se desea demostrar
Vz.P(z) = Q(z) = Vax.—Q(x) = —P(x)

entonces se supone que Q(n) es falso para un n cualquiera, y demostramos que P(n) es falso también.

Ejemplo

Teorema: Suponga a y b son positivos. Si n = ab, entonces a < y/n o b < /n.
Para realizar la demostracién por contrapositivo, debemos considerar que si a > /n y b > /n, entonces
n # ab, considerando la informacién entregada en el enunciado. Supongamos que a > y/n y b > y/n con n
positivo.
n o= yn-yn
n < a-\n (por a > +/n)
n < a-b (por b > /n)

Tenemos que n < ab, lo que autométicamente significa que n # ab.

15.3. Demostracién por Contradiccion

Si se desea demostrar
(-R) = (S A—S)

entonces se supone que —R es verdadero e inferimos una contradicciéon. En este caso, R debe ser verdadero.
Otro caso podria ser que se quiera demostrar

R :=Vz.P(z) = Q(x)
Entonces, para realizar la demostracion, consideramos la negacién de la expresion anterior:
—R:=3z.P(z) A ~Q(x)
y suponemos que existe un n tal que P(n) es verdadero y Q(n) es falso, e inferimos una contradiccién.

Ejemplo

= Un nimero 7 en R se dice racional si existen enteros p y ¢ tales que:

r==
q

con g # 0y p, ¢ no tienen divisores en comun, exceptuando al 1.

= Un numero r en R se dice irracional si no es racional.
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Teorema: /2 es irracional.
Para comenzar la demostracién, se supone que /2 es racional. Entonces, existen p y ¢ que pertenecen a Z,
sin divisores en comnn, tal que /2 = §~

\/i =
2.2 =

Entonces, p? es par, por lo que p es par (debido a una propiedad existente en los numeros pares).
Como p es par, entonces p = 2k para algin k en Z.
2 2

2-q D
2-¢* (2k)°
q 2

2

Entonces, ¢2 es par, por lo que ¢ es par también.
iEsto es una contradiccién! Se supone que si es irracional, p y ¢ no pueden tener divisores comunes, y al ser
pares, tienen como comun divisor al 2. Como no es racional, significa que es irracional, y asi, Q.E.D.

15.4. Demostracion por Analisis de Casos

Si se desea demostrar
Vo € D.P(x)

entonces se va a dividir el dominio de posibilidades D en una cantidad finita de casos Di, Ds,..., Dy, de
forma que
D=DyUDyU...UDy

Por ultimo, se demuestra que para todo subdominio D; se cumple que
Vx € DZP(J?)

con 7 desde 1 hasta k.

Ejemplo

Teorema: Para todo entero n se cumple que n? > n.
Para realizar la demostracién, consideremos que

» Sin =0, entonces 02 = 0. Por lo tanto, 0> > 0
= Sin > 1, entonces:

1
n  (multiplicando ambos lados por n > 0)

n

n2

IV IV

» Sin < —1, como n? > 0, por lo que se tiene que n? > n

Recomendacion: Cuando todos los métodos anteriores han fallado y no se sabe por donde empezar, una
‘estrategia’ es empezar demostrando los casos simples para asi ganar intuicion en la demostracion general.

15.5. Demostracién de Doble Implicacion

Si se desea demostrar
Va.(P(z) < Q(x))

entonces se deben demostrar dos afirmaciones

Ve.(P(z) = Q(z)) AVz.(P(z) + Q(x))
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Ejemplo
Teorema: Para todo numero natural n, se tiene que n es impar si, y solo si, n? es impar.

Entonces, para demostrar debemos

2

= (—) Sin es impar, entonces n* es impar. Esta demostracion se realizé previamente en m

» (+) Si n? es impar, entonces n es impar.
Mediante contrapositivo, si n? no es impar, entonces n tampoco es impar. El no ser impar significa ser
par. Por lo tanto, podemos demostrar la afirmacién n es par, entonces n? es par. Trivialmente, esto es
algo que ya sabemos (en una prueba, deberias demostrarlo igual). De esta forma, queda demostrado
que si n? es impar, entonces n es impar.

Como hemos demostrado que la teoria se cumple para ambos lados, Q.E.D.

15.6. Demostracién por contra-ejemplo

Si se desea demostrar
Va.P(x)

entonces se debe encontrar un elemento n cualquiera tal que P(n) es falso.

Ejemplo

Teorema: Es falso que todo nimero mayor a 1 es la suma de dos cuadrados perfectos.
Para demostrar, probamos con los dos primeros niimeros mayores que 1

2 = 12412
3 # 12412
3 # 22412

Nos damos cuenta de inmediato que para el 3 esto ya no se cumple. Asi, se logra demostrar correctamente
que la afirmacién es falsa.

15.7. Demostracion Existencial

Si se desea demostrar
Jz.P(x)

entonces se debe demostrar que existe un elemento n tal que P(n) es verdadero. No es estrictamente necesario
mostrar n de forma explicita.

Ejemplo

b

Teorema: Existen dos nimeros irracionales a y b tal que a” es racional.

2
Consideremos \/ﬁ, ya que este es un numero irracional. Entonces, a = \/ﬁ, b=+2 y ab = \/?f Nosotros

NS .
no sabemos que es lo que ocurre con v/2" ~, asi que pongamonos en los casos posibles.

2
= Si \/5\[ es racional, entonces a = V2 y b= V2 logra demostrar de forma satisfactoria el teorema.

= Si /2”7 es irracional, entonces debemos considerar otro ejemplo. Un ejemplo que podemos analizar y

comprobar con facilidad serfa a = \/T/5 y b= V2. Entonces. . .
v2hve = 2
VRN



Asi, logramos comprobar que a’ es racional, y esto demuestra de que al menos existe un valor de a y de b

que permiten que el teorema se cumpla.

15.8. Demostracién por Induccion

Supongamos que queremos demostrar que
Va.P(x) sobre IN

Para una afirmacién P(z) sobre los naturales, si P(z) cumple que:
= P(0) es verdadero. (Caso base)
» Si P(n) (Hipdtesis de induccion) es verdadero, entonces P(n + 1) (Tesis de induccion) es verdadero.

entonces para todo n en los naturales se tiene que P(n) es verdadero.

Ejemplo

n-(n+1)

2
Primero, demostremos que se cumple para un caso base. En este caso, usaremos n = 0

Teorema: La suma de los primeros n niimeros naturales es igual a

0-(0+1)

Caso base (n=0): 0= 5

=0

Ahora supongamos que nuestro teorema se cumple para un n cualquiera. Demostremos que se cumple para
n+1

(n+1
Hipotesis: 0O+1+...n = %
Induccién: 0+4+1+4+...n+(n+1) = 0+1+...n+(n+1) estoes]cason]+ (n+1)
n-(n+1
O+14...n4+n+1) = %+(n+1)
n+1)-((n+1)+1
O+1+...n+(n+1) = ( )((2 )+ 1)

Podemos notar como la ultima férmula es igual a la del teorema, pero reemplazando n por n + 1. Esto
demuestra que la formula si es valida para n, entonces si es valida para n + 1, demostrando correctamente
el teorema.

16. Conjuntos

16.1. ;Qué es un conjunto?

Un conjunto corresponde a una coleccién bien definida de objetos. Estos objetos son denominados como
elementos del conjunto y se dice que estos pertenecen (expresado con el simbolo €) a él.
Cuando definimos un conjunto, se usan simbolos de llaves y dentro se colocan todos los objetos que pertenecen
al conjunto.
Ejemplo:
S ={1,2,3,4}
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16.2. Nociones basicas de los conjuntos
16.2.1. Pertenencia (€)

Si tenemos un conjunto S y un objeto a, se dice que
= g € S cuando el objeto a se encuentra dentro del conjunto S.
= a ¢ S cuando el objeto a no se encuentra dentro del conjunto S.

NOTA: Un objeto puede ser un conjunto. Esto significa que un conjunto puede pertenecer a otro conjunto.

16.2.2. Subconjunto (Q)

Considerando a un conjunto A y un conjunto B, se dice que A es subconjunto de B si
Vexe€e A—xz€B

En otras palabras, A es subconjunto de B si todo elemento presente en A estd presente en B también.
Cuando esto ocurre, se denota como A C B (y cuando no, légicamente se escribe como A Z B)
16.2.3. Igualdad de conjuntos

Diremos que dos conjuntos A y B son iguales si se cumple que
ACBABCA o, escrito de otra forma Vi € A< x € B

En palabras simples, dos conjuntos son iguales cuando ambos conjuntos tienen exactamente los mismos
objetos, sin ninguno que pertenezca a un conjunto y no a otro. Esto se expresa como A = B (y cuando no,

A # B).
16.2.4. Conjunto vacio

Existe un conjunto tinico @, el cual llamamos conjunto vacio, el cual cumple que

Vo.x &0

16.3. Descripciéon de un conjunto

1. Por extensién: Este es el método mas bésico y el cual se describié anteriormente. Simplemente se listan
todos los contenidos del conjunto entre llaves.
Ejemplo:
S ={1,2,3,4}

2. Por comprensién: Se define una propiedad §(z) en algtin lenguaje formal que solo cumplen los elementos
del conjunto.
Ejemplo:
S = {z|é(x) es verdadero}

Ejemplo un poco més creativo:
P = {z|Vx.x es par}

16.4. Paradoja de Russell o Paradoja del Barbero (1901)
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Esta es una paradoja enunciada por Bertrand Russelﬂ Para comenzar, se
define el siguiente conjunto

S*={B| B¢ B}

S* corresponde al “conjunto de todos los conjuntos que no se contienen a si
mismos como miembros”. Ahora, recordemos que por la definicién de lo que es
un conjunto, esto es equivalente a

VBBeS oB¢B B. Russell (1872 - 1970)

O sea, “cada conjunto es elemento de B si y solo si no es elemento de si mismo”. Debido a que B es un
conjunto, lo podemos sustituir de la siguiente forma

S* eS8 St ¢ S

lo cual es una contradiccion.
Esto puede ser un poco complicado de entender asi. Intentemos entenderlo con la historia del Barbero.

Mqueilos que no se afeiten a si mismos. —
deben ser afeitades por el barberd” Suena inofens o “0uien afeitara al [
o 51 ¢ interpreta Literalmente Illeva directo a La
paradojal

afeitar a 51 misme. debida
e ————a

Pere el no puede “ir al barbere™
wjue. de nueve, significa que
se afeitard a si misme y esa no g5

=2 que el sien berc.
significa que esta siende afeitade
ipor La persona que solo

1 e
F&‘ﬂ
3 f ; ‘.-

MY F

2 -ﬂ 4 ¥
2
De hem,u ley npe‘?el;: afeita a quienes
Rquelles que no se ) o se afeitan a si
:‘;l mismes. deben ser !‘ migmos ! J

tades per el barbere”

Una definicién como esta es bastante probleméatica. El problema aqui es “considerar definiciones que se
referencian a si mismas”. Esto nos deja de leccién que no todas las definiciones son validas en la teoria de
conjuntos [

16.5. Operaciones sobre conjuntos

= Unién (U): AU B son todos los elementos que se encuentran en A o en B.

AUB={zlx € AVz e B}

» Interseccién (N): AN B son todos los elementos que se encuentran en A y B al mismo tiempo.

ANB={zlx € ANz € B}

1Esta seccién contiene informacién extraida del siguiente articulo de Wikipedia.
2Todas las definiciones que se verdn durante el curso son validas, pero esto es una leccién de que no siempre es asi.
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» Diferencia (\): A\B son todos los elementos que se encuentran en A y no en B.
A\B ={z|lx € ANz & B}
» Complemento (A®): A® corresponde a todos los elementos que no se encuentran en A.
AC = {z|z ¢ A}

16.5.1. Propiedades de las operaciones sobre conjuntos
Para conjuntos A, B y C' y un universo U tenemos las siguientes propiedades

1. Asociatividad:

AUu(BUC) = (AuB)UuC
An(BNnC) = (AnB)nC
2. Conmutatividad:
AUB = BUA
ANB = BNA
3. Idempotencia:
AUA = A
ANA = A
4. Absorcién:
AU(ANB) = A
AN(AuB) = A
5. Distributividad:
AUu(BNC) = (AuB)N(AUCQC)
AN(BUC) = (ANnB)U(ANCQC)
6. De Morgan
(AuB) = A9NBC°
(AnB) = A9UB°
7. Elemento neutro:
Aup = A
AnU = A
8. Dominacién:
AN = 0
AuUd = U
9. Elemento inverso:
AUAC = U
ANAC =

16.5.2. Paréntesis y precedencia

Se asumird el siguiente orden de precedencia entre operadores

Operadores  Precedencia

c 1
N 2
U 3
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16.5.3. Operaciones generalizadas

» Unién generalizada: | JS son todos los elementos que pertenecen a algin elemento de S.
k
UsS={z]34. AecSrzeca}= ] A=A
AeS i=1
» Interseccién generalizada: [ S son todos los elementos que pertenecen a todos los elementos de S

.
(S={z|VA. AcS—aecAl=()A=(4
AeS i=1

16.6. Conjunto Potencia
Para un conjunto A, el conjunto potencia P(A) de todos los subconjuntos de A es definido como:
P(A) = {X | X C A}

En palabras simples, el conjunto potencia de A corresponde al conjunto que contiene a todos los subconjuntos
de A.

16.7. Cardinalidad de un conjunto

La cardinalidad del conjunto corresponde a la cantidad de elementos distintos contenidos en un conjunto
A = # de elementos distintos en A

Teorema:
A={1,2,3,...,n} = |P(A)| =2"

En otras palabras, la cardinalidad del conjunto potencia de A corresponde a 2 elevado a la cardinalidad del
conjunto A.
16.8. Grafos como conjuntos

Pero ... jqué es un grafo?ﬁ
Un grafo consiste en un conjunto de objetos llamados vertices y nodos, los cuales se encuentran unidos entre
si.
Definicién: Un grafo G sobre el dominio V' es un subconjunto E C P(V), tal que para todo e € E se cumple

que |e| = 2.

DNy

3Informacién extraida del siguiente jarticulo de Wikipedia
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V. = {ab,cdef gl
E = {A{ab}, {ac}, {ad}, {ag}, {be}, {c.d}, {d,e}, {df}, {e.f}, {e,g} }

En un grafo, los elementos que estan presentes en V' los llamamos vértices o nodos, y los elementos en E los
llamamos aristas.

16.9. Pares Ordenados
Para dos elementos a y b se define el par ordenado (a,b) como
(a’ b) = {{a}’ {a7 b}}

De forma mas informal, decimos que (a,b) es un par ordenado si es que el primer elemento (a) se distingue
del segindo elemento (b). Por esto, tenemos que (a, b) # (b, a).
Generalizacién: Se define una n-tupla ordenada como

(a1,a2,...,a,) = ((a1,a2,...,04p-1),an)

16.10. Producto Cartesiano

Sea A y B conjuntos. El producto cartesiano se define como
Ax B={(a,b)|ac ANbE B}
Si tenemos n conjuntos Aq, As, ..., A,, el producto cartesiano generalizado es

A1><A2><...><An:{(a1,...,an)|ai€Ai}

17. Relaciones
Considerando un conjunto A y B, R es una relacién binaria sobre A y B si se cumple que
RCAxB
Es posible que B = A, entonces se dice que R es una relaciéon binaria sobre A
RCAxA

Notacién: Para una relacién R y un par (a,b), se usard la siguiente notacién

) (a,b) pertenece a la relacién R

(a,b) no pertenece a la relaciéon R

17.1. Representacién de Relaciones
17.1.1. Grafos dirigidos

Toda relacién binaria R sobre A se puede ver como un grafo dirigido Gg = (A, R)
Ejemplo:
A={ab,c,d,e} ; R={(a,b),(bb),(c,b),(c,d)(d a),(dd),(de)}
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17.1.2. Matrices sobre bits / Representacién Matricial

Sea A = {aj,as,...,a,} un conjunto y R una relacién binaria sobre A. Definimos la matriz Mg que
representa a la relacién R como

1 siaiRaj

Mgli, 7] =
rli-J] {0 siaiRaj

Ejemplo:

A={a,b,c,de} ; R={(a,b),(,b),(c,b),(c,d),(d,5a),(dd),(de)}
S
(—(—()

o= O oo
OO ==
(el e B el e M)
O == OO
o= O oo

Operaciones sobre matrices: Dada dos matrices de bits M y N de tamano n, entonces

(MV N)i,j] = Mli,j]V NI, j
(M AN)[i,j] = M]Ji,j] A NJi, j]
(=M)[i,j] = ~M][i,j]
Mli,j] < NIJi,j] para todo 1 <i<ny1l<j<n asumiendo que 0 < 1.

17.2. Operaciones entre relaciones

Sea A un conjunto y R C A x A. Se definen las siguientes operaciones

Proyeccién 1: 71 (R) son todos los elementos que estan en la primera componente de R (No se consideran
los duplicados).
m(R) ={z | dy € A.(z,y) € R}

Proyeccién 2: mo(R) son todos los elementos que estdn en la segiinda componente de R (No se consideran
los duplicados).
ma(R) ={y | 3z € A.(x,y) € R}

Inverso: R~! son todos los pares (,y) de la relacién R, pero al revés (como (y,x)). Mas formalmente
escrito como:

R~ ={(z,y) | (y.2) € R}
Composicién: Ry o Ry son todos los pares (z,y) que cumplen con que exista un z tal que (z,z) € Ry y
(Z7y> € R2
Ryo Ry ={(z,y) | 3z.(z,2) € R1 A (2,y) € Ra}

Unién: R; U Rs son todos los pares que existen en R; o Ro. De forma maés formal:

RiU Ry = {(z,y)|(w,y) € Ry V (7,y) € Ra}
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= Interseccion: R; N Ry son todos los pares que existen en Ry y Ry de forma simultdnea. Mas formalmente
expresado como:

RN Ry = {(z,y)|(z,y) € R1 A (z,y) € Ro}
= Relacién identidad: T4 solamente contiene a los pares (x,x) para los = que existen en A.

Iy ={(z,x)|z € A}

Debido a que esta parte puede llegar a ser un poco complicada de entender, vamos a mostrar una serie de
ejemplos en base al conjunto y relacion que tenemos de antes.

A={a,b,c,de} ; R={(a,b),(b,b),(c,b),(c,d),(d,a),(d,d),(d,e)}

(—(D
e‘e ®

m(R) ={a,b,c,d} ; m(R)={a,b,d, e}
R™" = {(b,a), (b,b), (b,c), (d, ), (a,d), (d, d), (e, d) }

6.0
(——)—)

RoR={(a,b),(b,b),(c,b),(c,a),(c,d),(c,e), (d,b),(d,a), (d,d), (d,e)}

ev@.
(0 )—C(=)

O O OO
OO - ==
(e el e i e M )
O~ Rk OO
O O OO

17.3. Tipos de Relaciones
» Refleja: Va € A.(a,a) € R
» Irrefleja: Va € A.(a,a) € R
» Simétrica: Va,b € A.(a,b) € R — (b,a) € R
» Asimétrica: Va,b € A.(a,b) € R — (b,a) ¢ R
= Antisimétrica: Va,b € A.((a,b) € RA (b,a) E R) > a=b
» Transitiva: Va,b,c € A.((a,b) € RA (b,c) € R) — (a,¢) € R
» Conexa: Va,b € A.(a,b) € RV (b,a) € R
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17.3.1. Tipos de Relaciones caracterizadas con operaciones

Se considera un conjunto A y una relacién binaria R C A x A
= R es refleja siy solosi Iy C R.

» R esirrefleja siy solosi RNI4 = 0.

= R es simétrica si y solo si R = R™1.

= R es asimétrica si y solo si RN R~ = 0.

= R es antisimétrica si y solosi RN R~ C I4.

= R es transitiva si y solo si Ro R C R.

= Resconexasiysolosi RUR ! =Ax A.

17.4. Ordenes Parciales

Si tenemos un conjunto A y una relacién R C A x A, decimos que R es un orden parcial si es que cumple
que

= Resrefleja: Io C R
= R es antisimétrica: RN R~ C Iy
= R es transitiva: Ro RC R

El orden parcial se denota como (4, =<).

17.4.1. Ordenes Totales

Si tenemos un conjunto A y un orden parcial (4, <), se dice que este orden parcial es un orden total si
es que se cumple que la relacién R C A x A es conexa. En otras palabras, un orden total debe cumplir con

s Resrefleja: [4 C R
» R es antisimétrica: RN R~ C Iy
s R es transitiva: Ro RC R

" Resconexa: RUR !=Ax A

17.4.2. Representacién de un Orden Parcial

. Coémo se ve un orden parcial representado con grafos?
Consideremos como ejemplo, el orden < sobre IN

mm

1 2 3
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Este grafo queda demasiado enredado. Normalmente, para representar ordenes parciales, se usa el Diagrama
de Hasse, el cual consiste en un diagrama de grafos, tal como el anterior, pero omitiendo los loops y las
aristas transitivadl]

Considerando la descripcion anterior, el diagrama de Hasse del orden < sobre IN se veria asi

0 1 2 3

17.5. Elementos extremos

= Cotas superiores: ¢ € A es una cota superior de S si y solo si Vy € S.y < ¢
= Maximales: & € S es un maximal si y solosi Vy € Sz 2y >t =y

» Méximo: 27 € S es un maximo si y solo si Vy € S.y < 27

= Cotas inferiores: ¢ € A es una cota inferior de S si y solo si Vy € S.c <y

» Minimales: £ € S es un minimal si y solosi Vy €e Sy 2 - =y

= Minimo: % € S es un méximo si y solo si Vy € S.at <y

17.5.1. Sobre minimales y minimos
Sea (a, <) un orden parcial y S C A distinto de ().

= Si S tiene un elemento minimo, entonces jes inico?
Si. Es tnicol]

s ;Tiene S siempre un minimo?
No. Es posible tener conjuntos que no tienen minimos

= Si z es minimo, entonces jes x minimal?
Si. Un minimo es siempre minimal tambiénﬁ

= Si z es minimal, entonces jes x es minimo?
No necesariamente.

= ;Tiene S siempre un elemento minimal?
No necesariamente.

Con respecto a esto, también es verdadero respecto a maximales y maximos.

17.6. Infimos

Decimos que ¢* es infimo si es una cota inferior de S y de todas las cotas inferiores de S, ¢* es la cota
inferior mayor.

17.7. Supremos

Decimos que ¢* es supremo si es una cota superior de S y de todas las cotas superiores de S, ¢* es la
cota superior menor.

4Con esto nos referimos a que se omite (a,b) €= si es que existe ¢ de forma que (a,c) €<y (b,c) €=
5Se puede consultar la demostracién en el anexo, [subseccién 2
6Se puede consultar la demostracién en el anexo, [subseccion 3
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17.8. Clausuras

Sea A un conjunto y R C A x A una relacién

17.8.1. Clausura Refleja

Una relacién R™ C A x A es la clausura refleja de R si

s RCR"

s R" es refleja.

s Para toda relacién refleja R’ con R C R’ se cumple R" C R'.

R" es la menor relacién refleja que contiene a R.

17.8.2. Clausura Transitiva
Una relacién R C A x A es la clausura transitiva de R si
» RCR!
= R? es transitiva.
» Para toda relacién refleja R’ con R C R’ se cumple Rt C R'.

R! es la menor relacién transitiva que contiene a R.

17.8.3. Calculo de clausuras

R'=RUI, ; R'=JR
i=1

donde
Simbolo ‘ Significa
I4 | Relacién identidad
R | R1oR
R?2 | RoR

18. Relaciones de Equivalencia

Si se tiene que A un conjunto y R C A X A una relacién binaria, se dice que R es una relacién de
equivalencia si cumple con ser una relacién

» Refleja: Va € A.(a,a) € R
» Simétrica: Va,b € A.(a,b) € R — (b,a) € R
» Transitiva: Va,b,c € A.((a,b) € RA (b,c) € R) — (a,c) € R
Ejemplo practico: Personas y cumpleanos
P = {p|p es una persona}

C C P x P tal que (p1,p2) € C ssi py estd de cumpleafios el mismo dia que po
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18.1. Particiones
Sea A un conjunto y S C 24. Se dice que S es una particién de A si
= Todos los elementos de S son distintos de vacio: VX € §.X # ()
= La unién de todos los elementos de S es igual a A: US = A

= Todos los elementos de S son distintos de a pares: X, Y € S.X #Y - XNY =0

18.2. Clases de equivalencia

Sea A un conjunto, ~C A x A una relacién de equivalencia y x € A. La clase de equivalencia de z segin

~ corresponde a
(2]~ ={y € Alz =y}

En palabras simples, [z]~ corresponde a todos los elementos presentes en A que son iguales a .

18.2.1. Propiedades de las clases de equivalencia
» Vo€ Ax €[]~
"z~ 26 [z = [2]~

[ xiz%[x}zﬂ[z]gim

18.3. Conjunto cuociente

Se tiene A un conjunto y ~C A x A una relacién de equivalencia. El conjunto cuociente de A, expresado

como A/ ~ significa
A) ~={x € A}

El conjunto cuociente de A corresponde a una particién de A.

19. Funciones

Las funciones son un tipo de relacién. Mds especificamente, f C A x B (con A y B conjuntos no vacios)
es una funcién si es que

» Va € A3b € B.(a,b) € f o que para todo elemento de A existe un elemento en B, tal que f los
relacione.

" Va € AVby,bs € B.((a,b1) € f A(a,b2) € f) — by = ba 0 que todo elemento de A se relacione con
solamente un elemento de B.

De forma mas grafica, una funcién se veria asi
A B fi:A—=B

a1‘>b1
ag\)b2

a3\b3

30



Por otro lado, estas cosas no serian funciones

A B

al\-)bl

ao bg

as
b3

fo: A — B: Esto no es funcién, debido a que un elemento de A se relaciona con mas de un elemento de B

(También no relaciona todos los elementos de A)
f3: A — B: Esto no es funcién, debido a que no todos los elementos de A se relacionan con algin elemento

de B.
Una funcién siempre se puede ver como tabla, cosa que en la mayoria de casos hace que sea mas facil

visualizarla y entenderla que los diagramas de antes. Por ejemplo, para la f; definida antes

A B
a1\>b1

a
2\’172

a3\>b3

19.1. Funcién parcial

Una funcién parcial es similar a una funcion, sin embargo, podemos decir que es un poco méas “permisiva’,
ya que a diferencia de la funcién, no exige que todos los elementos de A tengan relacién con elementos de B.

De manera maés formal, f C A X B es una funcién parcial si
Ya € A.Vbl,bQ € B.((a,bl) S f N (a,bg) € f) — b1 = b2
Un ejemplo sencillo de una funcién parcial que no es funcién

A B

a’l‘)bl

as b2

e

as
b3

Todo elemento de A que se relaciona con un elemento de B, cumple con tener una unica relacién, y no varias
relaciones, como especificamos anteriormente. Sin embargo, hay un elemento de A que no se relaciona. Por

esto, no es funcioén, pero si es una funcién parcial.
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19.2. Notacién

Considerando f C A x B, se usaré la siguiente notacién

f:A— B para f es una funcién de A a B.
f:A— B para f es una funcién parcial de A a B.
f(a) =b para decir que (a,b) € f.

19.3. Dominio e imagen de una funcion

Dominio: dom(f) = m(f) = {a€ A|Fe€ B.(a,b) € f}
Imagen: img(f) = m(f) = {beB|3ac A(a,b) e f}

Proposicién: Si se tiene una funcién parcial f : A — B, entonces f serd una funcién si dom(f) = A.

19.4. Tipos de funciones
Asumiendo una funcién f : A — B, las funciones se clasifican como:

s Inyectiva: Una funcién es inyectiva si es que no existen dos elementos de A con la misma imagen.

Vay,ay € A.f(a1) = f(az) = a1 = az

= Sobreyectiva: Una funcién es sobreyectiva si es que todo elemento de B tiene una preimagen.

Vbe B3a € A(a,b) € f

= Biyectiva: Inyectiva y sobreyectiva simultaneamente.

19.5. Funcidén inversa, composicion y caracterizacion
Similar a las relaciones, las funciones tienen una forma inversa y se puede componer.

» Funcién inversa: f~! son todos los pares (a,b) tal que (b,a) existe en f.
7 ={(a,b)|(b,0) € f}

= Composicién de funciones: f1 0 fa, con f1: A —= By fo: B — C, son todos los elementos (a, ¢) tal que
exista un ¢ que permita crear un “puente” entre f1 y fo.

fiofa={(a,c)|3b € B.(a,b) € f1 A(b,c) € fa}
f2(fi(a)) = ¢
Esto nos entrega algunas propiedades interesantes. Si se tiene la funcién f : A — B, entonces
f es inyectiva  si, y solo si, f~! es una funcién parcial.
f es sobreyectiva  si, y solo si, img(f) = B.

f es biyectiva si, y solo si, f~! es una funcién.

Si f1 y f2 son inyectivas, entonces f1 o fo es inyectiva también.
Si f1 y f2 son sobreyectivas, entonces f o fo es sobreyectiva también.

19.6. Principio del Palomar
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“Si N palomas se distribuyen en M palomares, y tengo mds palomas que
palomares (M > N ), entonces al menos habrd un palomar con mds de una
paloma.” k * *
Para las cosas con las que tendremos que lidiar en el curso, el principio del
palomar dice que, considerando un f : A — By |B| < |A|, entonces f NO es
inyectiva. S 4 * 4

dai,as € A.aq # as A f(al) = f(ag)

A AV AN

20. Cardinalidad

Primero que nada, debemos recordar que el tamano de un conjunto es definido como la cantidad de
elementos presentes en el conjunto.

20.1. Equinumerosidad (Conjuntos equinumerosos)

Dos conjuntos A y B son equinumerosos si tienen la misma cantidad de elementos. Visto de otra forma,
A 'y B son equinumerosos si es que existe una biyecciéon f : A — B. Si son equinumerosos, se denota como
Al = |B].
20.2. Equinumerosidad como Relacion de Equivalencia

La relacién | - | = | - | es una relacién de equivalencia. Esto significa que es una relacién refleja, simétrica
y transitiva.
Entonces, para un conjunto A, se denotard su clase de equivalencia como |A|, segin la relacién | - | = |- |.
20.3. Cardinalidad de conjuntos finitos

Se dice que un conjunto es finito si es que existe un n tal que |A| = [{0,1,2,3,...,n — 1}|. Cuando esto
ocurre, se dice que su cardinalidad es n.

In.|A| = 1{0,1,2,3,...,n —1}| - A es finitoy |A| =n

20.4. Cardinalidad de conjuntos infinitos
Hagamos un analisis de un ejemplo: Supongamos un conjunto P compuesto por todos los numeros pares
P=1{0,2,4,6,8,...}

Este conjunto es infinito. Si lo pensamos, IN (el conjunto de los naturales) también es infinito. ; Tendran P
y IN la misma cardinalidad? Nuestra definiciéon de equinumerosidad nos serd util. Hay una biyeccién entre
ambos conjuntos

AN
P={ 0 2 4 6 8 ...}

Con la biyeccién f : IN — P, donde f(n) = 2n, se tiene que |IN| = |P|
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20.5. Conjuntos numerables

Se dice que un subconjunto A es numerable si tiene la misma cardinalidad que un subconjunto de IN.
Maés formalmente, un conjunto A es numerable si

35 CIN.|A| = ||

También se puede decir que un conjunto A es numerable si y solo si existe una secuencia ordenada del tipo
a1,a2,a3, ..., en donde Vi # j.a; # a; y Va € A.3i € N.a = a;. En otras palabras, todos los elementos de
la secuencia ordenada deben de ser diferentes entre si y todo elemento de la secuencia debe existir en A (y
estar “indexado” con numeros naturales).

Destacar que NO TODOS los conjuntos son numerables. Por ejemplo, el conjunto R no es numerable.

20.6. Paradoja del Gran Hotel de Hilbert - Paradoja del Hotel Infinito

Esta paradoja fue enunciada por David Hilbert (1862-1943), la

cual habla de un hotel ficticio con una cantidad infinita de habita-
ciones, el cual se encuentra lleno. Llega un nuevo huésped al hotel
y es su tarea entregarle una habitacion. ; Como puede asignarle una
habitacion? jDesplazando a cada uno de los huéspedes actuales a la
habitacion siguiente! El huésped de la habitacién 1 se deberd ir a la
habitacion 2 y asfi.
Si estd interesado en comprender mejor esta paradoja, aconsejo mirar
este video de Veritasiunﬂ en donde se habla de algunas de las impli-
cancias que tiene esta paradoja. Este video se encuentra en inglés,
pero una versién en espaﬁoﬂ se encuentra disponible también.

TEl link del video es: https://www.youtube.com/watch?v=0xCGsU80IW;jY
8Fl link del video es: https://www.youtube.com/watch?v=4c8vG-mxuao
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20.7. Teorema de Cantor

Teniendo un conjunto A no vacio, el Teorema de Cantor nos dice
que no existe una biyeccién entre A y su conjunto potencia 24.
Para demostrar este teorema, Georg Cantor (1845 - 1918) cre6 una técnica la cual se conoce como el método
de diagonalizacién de CantorEI

20.8. ;jHay algun infinito entremedio?

Se tiene la hipdtesis siguiente
No eziste ningin conjunto A tal que: |IN| < |A| < |R| ~ David Hilbert Actualmente no se ha logrado
demostrar ni desmentir esta hipotesis, aunque cabe destacar que con los axiomas de teoria de conjuntos:

= 1940 - Kurt Goédel: No se puede demostrar que la hipotesis es falsa.

= 1963 - Paul Cohen: No se puede demostrar que la hipdtesis es verdadera.

20.9. Solucién a los problemas de decision

Consideremos programas escritos en algunos lenguajes de programacién, como Python o C++
Sea Z un conjunto de inputs y P :Z — {0,1} un problema de decisién.
Nos referimos a una solucién Program, correspondiente a un programa computacional de Python o C++, el
cual recibe inputs en Z y retorna un output 0 o 1. Una solucién Program es una solucién a un problema de
decisién P si para todo input X € Z se cumple que

P(X) =1 4 al ejecutar Program con X, este retorna 1
Ejemplo: jEs este niimero primo?
Primo: IN — {0,1} ; Primo(n) =1 siy solo si n es un nimero primo
Se puede modelar el siguiente programa de Python para resolver el problema

def is_prime(n):
ifn?%2==0andn > 2:
return O
for i in range(3,n):
ifn%i==0:
return O
return 1

Recordemos que el codigo que vemos acé arriba corresponde a una abstraccion solamente. El computador
solamente entiende una secuencia de 1s y 0s, por lo que podemos representar todo programa computacional
que es capaz de resolver un problema, usando solamente una palabra de ceros y unos. El conjunto de todas
las palabras {0,1}* es numerable, por lo que la cantidad de programas computacionales que son posibles
también es numerable.

Ahora que sabemos que la cantidad de programas computacionales posibles es una cantidad numerable,
scudntos problemas de decision existen? Podemos decir que un problema de decisién se puede representar
como una funcién P : {0,1}* — {0,1}. Se define P como el conjunto de todos los problemas de decisién, de
forma que P = {P: {0,1}* — {0,1}}. Se tiene que los conjuntos P y 2{%1}" son equinumerosos, por lo que
la cantidad de problemas de decisién no es numerable.

Es por esto que hay problemas de decision los cuales no pueden ser modelados en un computador. Con esto,
nos referimos a que hay problemas que no tienen algoritmo.

9Puede encontrar una demostracién del Teorema de Cantor usando su método en el anexo de este resumen.
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21. Notacion Asintotica

Con g : N — R una funcién cualquiera, se pueden definir las siguientes notaciones. . .

21.1. Notacion O

El conjunto O(g) corresponde al conjunto de todas las funciones tales que
Jde > 0.3n.Yn > ng.f(n) < c-g(n)

En otras palabras, corresponde a todas las funciones tales que sean menores que g(n) ponderado con un
algin valor positivo, desde algtin punto en adelante

21.1.1.
1. Ya,b> 1.log,(n) € O(logy(n))

Propiedades de la notacién

2. Va<beNa" € OB™) A & O(a™)
3. Ya € N.a™ € O(n!) Anl & O(a")
4. n! € O(2™os(m)

21.1.2. Jerarquia de la notacion
Notacién Nombre
O(1) Constante
O(log(n)) Logaritmico
O(n) Lineal
O(nlog(n)) n log(n)
O(n?) Cuadratico
O(n?) Ctibico
O(n™)  Polinomial
O(k™) Exponencial
O(n!) Factorial
21.2. Notacion (2

El conjunto 2(g) corresponde al conjunto de todas las funciones tales que
de > 0.3n0.Yn > ng.f(n) > c- g(n)

En palabras simples, es lo mismo que la notacién O, pero ahora, f debe ser mayor que g ponderado con un
valor positivo.

21.3. Notacion ©
El conjunto O(g) corresponde al conjunto de todas las funciones tales que
Jeg, eo > 0.3n0.Yn > ng.c1 - g(n) < f(n) <cg-g(n)

En palabras simples, es la interseccion entre O(g) y Q(g).
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22. Analisis de Algoritmos

22.1. ;Qué es un algoritmo?

Un algoritmo corresponde a una secuencia finita de instrucciones para realizar una computacién o resolver
un problema. Los algoritmos se pueden dar en cualquier lenguaje o de cualquier forma, y estan presentes
en un montén de lugares, incluso fuera de la matemédtica y la computacién. (Por ejemplo: Una receta para
cocinar brownies es un algoritmo.)

Cuando trabajamos con algoritmos, una cosa que nos interesa es saber la eficiencia de este. Hay muchos
factores que pueden determinar que tan eficiente es nuestro algoritmo, pero el que estudiaremos aqui es el
tiempo.

22.2. Eficiencia de un algoritmo con respecto al tiempo

Para un algoritmo A sobre un conjunto de inputs Z se define la funcién
tiempo,(I): Z - IN ; tiempo,(I) = Numero de pasos realizados por A con input [

Considerando que ahora tenemos una funcién que nos dice cuanto tiempo se demora un algoritmo en resolver
un problema, podemos definir un poco mas a la eficiencia. Decimos que un algoritmo A es el més eficiente
si se cumple que para todo algoritmo B que realiza el mismo cémputo o resuelve el mismo problema, logra
cumplir que

VI €T . tiempoy(I) < tiempog(])

Destacar que esta definicién no esta exenta de problemas, principalmente por el hecho de que no hemos
definido como se puede medir el tiempo. El tiempo que demora un algoritmo puede verse definido por
muchas cosas, como la cantidad de pasos a resolver y que tan complejo puede llegar a ser cada paso del
algoritmo. Por ahora, para poder simplificar las cosas, para nosotros el tiempo va a consistir en la cantidad
de pasos que tiene el algoritmo para lograr resolver un problema.

22.3. Uso de notacién asintética en algoritmos

La notacién asintética nos puede resultar 1til para definir el tiempo de un algoritmo.
Por ejemplo, considere el siguiente algoritmo matematico escrito en Python.

for i in range(l, n):
for j in range(1, i):
x=x+1

;Cuantas veces se ejecuta la linea x = x + 1 al cambiar n?

Analizando lo que ocurre en este cédigo, el loop for j in range(l, i) es ejecutado i veces. Este se
encuentra inmerso en un loop for i in range(1, n),lo que significa que en la primera iteracién se ejecutara
1 vez, en la siguiente 2 veces, en la siguiente 3 veces y asi, hasta llegar a la iteracién numero n, en donde se
ejecutara n veces. Sumando todo. ..

n-(n+1)

Tiempog,, 1oop(n) =1 +2+3+...+n—-1+n= 5

Resulta que
n-(n+1)
2

Entonces, la cantidad de veces que se ejecuta x = x + 1 es O(n?)

€ 0(n?)
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22.4. Tamano del input

Para un conjunto de inputs Z, se define su funcién tamano como
|-]:Z—IN ; |I| =Tamafo de I seglin su representacién
Ejemplo: Para una palabra de bits w € {0,1}*; |w| = largo de la palabra w o niimero de bits.
La definicién més general que tenemos de |I]| es

|I| = Nimero de bits de una codificacién “razonable” de I

22.5. Tipos de complejidad

Para todo algoritmo A y su conjunto de inputs I se puede tener un mejor caso y un peor caso.

peor-caso 4 (n) = I}lé%({tiempoA(I) | [I| =n} ; mejor-casoy(n) = Ilni%l{tiempoA(I) | [I| =n}
€ €

23. Principio de Induccién

23.1. Principio de induccion simple
Para una afirmaciéon P(n) sobre los naturales, si P(n) cumple que
= P(0), P(1), ..., P(k) son verdaderos
» Para todo n € IN, si P(n) es verdadero, entonces P(n + 1) también es verdadero.

entonces, para todo n € IN se tiene que P(n) debe ser verdadero.
En légica de predicados, esto se expresa como (forma general)

(PO)AP)AP(2)...NP(k)A(Yn>k.P(n) —» P(n+1)) ) —=Vn.P(n)

Caso(s) base Hipotesis
23.1.1. Caso base tnico

(PO)A(Vn>Ek.P(n) > P(n+1)))—VYn.Pn)
23.1.2. Caso base extendido
( P(k)A(¥Yn>k.P(n) - P(n+1))) =>Vn>k. P(n)
23.2. Principio de induccidn fuerte
Para una afirmacién P(n) sobre los naturales, si P(n) cumple que para todo n € IN

Si P(k) es verdadero para todo k < n, entonces P(n) es verdadero

Entonces, para todo n € IN se tiene que P(n) es verdadero.
En légica de predicados, esto se ve como

(Vn.(Wk<n.Pk))— P(n))— ¥n.P(n)
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23.3. Axiomas de IN - Axiomas de Peano
1. El nimero 0 € IN
2. Sin € N, entonces (n + 1) € IN donde n + 1 es sucesor de n.
3. Todo n € IN, a excepcién de n # 0, tiene un antecesor en IN

4. Principio del Buen Orden: Todo subconjunto A C IN tiene un elemento minimo.

24. Definiciones Recursivas
Una definicién recursiva consiste en una definiciéon que cuenta con las siguientes caracteristicas
= Casos base sencillos
= Reglas que reducen la definicién a casos anteriores (en otras palabras, una definicién que se basa en el

caso anterior para explicar el siguiente).

24.1. Definicion recursiva de conjuntos
La definicién recursiva de un conjunto $ consiste en:

= Un conjunto de base tal que cada elemento del conjunto pertenece a S.

Bz{bl,bg,...,bn} ;o Vi<n.b €S

= Reglas recursivas R, donde mediante elementos que ya se sabe y se ha demostrado que existen dentro
del conjunto, se puede demostrar que un nuevo elemento existe dentro del conjunto también.

$1,82,...,8m €5 = R(s1,82,...,5m) €3

s Una afirmacién de exclusién, la cual se encarga de unir el conjunto base y las reglas recursivas defini-

dad™]

“El conjunto $ son todos los elementos que se construyen solamente
a partir de B y las reglas R”

24.2. Funciones sobre conjuntos definidos recursivamente

Se pueden definir funciones sobre conjuntos definidos de forma recursiva. Estas funciones generalmente
quedaran en una forma recursiva también.
Ejemplo: Se define un conjunto ¥* de la siguiente forma, considerando ¥ un alfabeto

» ¢ € ¥* (definicién de la palabra vacia)
s Siw € X*, entonces para todo a € X se tiene que wa € X*.

Ahora se define una funcién f : ¥* — IN que obtiene el largo de una palabra de X*

flg =0
f(wa) flw)+1 paraweX*yaeX

10Destacar que esto por lo general se omite y se asume que es de la forma mostrada debajo
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24.3. Induccién estructural

La induccién estructural es practicamente una induccién pensada para demostrar una definicién recursiva.
Al igual que antes, se comienza con los casos base, para luego extrapolar mediante la regla recursiva de la
definicién a demostrar.
Ahora, de una forma més formal, se tiene un conjunto definido recusivamente $, definido con un conjunto
base B y reglas recursivas R. Se define la capa $[n] de $ para todo n > 0 como:

S0 = B
Sn+1] = SnU{T(s1,...,86)|T € RAs1,...,8, € $[n]}

Entonces, el principio de induccién estructural dice que para todo predicado P(-) sobre $, este es siempre
verdadero si:

[(Vs € $[0] . P(s))AVn . (Vs€S8[n]. P(s)) — (Vs €S[n+1]. P(s'))] = VseS. P(s)

25. Teoria de Numeros

25.1. Division

Considerando a Z como el conjunto de los niimeros enteros, para a,b € Z 'y a # 0, se dice que a divide a
b si es que:
alb+ 3 E€Z .a-q=b

En el caso que esto no se cumpla, entonces a no divide b, expresado como afb

25.1.1. Propiedades de la divisién
= Sialby alc, entonces al|(b+ ¢)
» Si alb, entonces al(b - ¢) para todo ¢ € Z
» Sialby blc, entonces alc

Corolario: Si a|b y b|e, entonces a|(b-m +n - ¢), para todo m,n € Z

25.2. Mobdulo

Con a,b € Z, a > 0 y alb, entonces existe un unico par q,r € Z tal que a - ¢ + r = b. Esta corresponde

a la definicién de la divisién con resto. Mediante esta, se define el operador médulo ( méd ) y el operador
divisién ( div ).

b div a

b méda = r

|
<

25.3. Congruencia modular
Con m € Z y m > 0, diremos que para todo a,b € Z, a es congruente con b mdd m si:

a=b( médm) si, ysolosi m|(a—b)

25.3.1. Propiedades de la congruencia modular
Para todo a,b,m € Z, donde m > 0, se cumple que:
= a=b( méd m)
= a=b+m-s, para algin s € Z

» (@ méd m) = (b méd m)
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25.3.2. Suma y multiplicacién de la congruencia modular

Para todo m > 0, si a = b( méd m) y ¢ = d( mdd m) entonces:

a+c = b+d( méd m)
a-¢c = b-d( médm)
Adicionalmente. . .
(a+b) médm = ((@ méd m)+ (b méd m)) méd m
(a-b) médm = ((a médm)-(b méd m)) méd m

25.3.3. Aritmética médulo m - Aritmética modular

Con m > 0, se define Z,,, = {0,1,2,...,m —1}. Entonces, para todo a,b € Z,,, se definen las operaciones
+m Y 'm
a+mb = (a+b) méd m
amb = (a-b) mdédm

La aritmética modular cumple con las siguientes propiedades:

Clausura: a+,,6€Z,, ; a-mb€”Z,
Conmutatividad a4+, b=b+,a ; a-nb=b-,a
Asociatividad a4+, (b4+mce)=(a+mb) +me 5 am (bme)=(amb) mc
Identidad: a+,,0=a ; a-ml=a
Inverso aditivo: a # 0, 3a’ € Z,, . a +,, a’ =0
Distributividad: @+, (b+m ¢) = (@ m b) + (@ -m €)

25.4. Representacién de los niimeros

Sea b > 1. Sin € IN — {0}, entonces n se puede escribir de forma tnica como:

k—1
n= ak,lbkfl + ak,gbkf2 + ak,gbkfs + ..+ agh® + abt + ag = Z a;bt
i=0

con
s k>1
= Para todoi <k, a; <b
" a1 #0

Para poder simplificar un poco las cosas, vamos a establecer que todo niimero en representacién de n en
base b corresponde a la secuencia
(n)b = Qk—-1...020a100
Como pequeno dato curioso, si esto le parece familiar al lector, es porque esto representa la forma en que
nosotros escribimos los niimeros normalmente, en donde la base b = 10.

25.4.1. Encontrando la representacién de n en base b

Ahora que entendemos que podemos representar nimeros usando distintas bases, ;como podemos encon-
trar la representacion de cualquier nimero en cualquier base?

Si se tiene un nimero n € IN — {0} y b > 0, sabiendo que su representacién debe ser de la forma
(n)p = ag—1 - ..aza1a9 y que por la divisién con resto, sabemos que n = ¢ - b+ r, entonces tenemos que

r o = a
(q)b = Ap—1...-01
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25.4.2. Suma de nimeros en base b

La forma de llegar al algoritmo para la suma de nimeros en base b corresponde al siguiente, considerando
que m y m son numeros en base b.

n+m = (g1 +mp_1) - 0F 14+ (ng +ma) b2+ (ng+my)-b+ (ng +mg)  /(no+mg) =co- b+ sg
n+m = (np_1+mr_1)-0F 14 (ng +ma) b2+ (ng +my +co) - b+ 5o /(ny+my+co)=c1-b+s1
n+m = (ng_1+mg_1) "1+ +(na+ma+er) b2 +s1-b+sp [(na+ma—+c1) =co-b+ sz

/...

Si se continua aplicando hasta terminar con toda la ecuacion, se obtiene que
_ bk bkfl b
n—+m==«cg_1- + Sk_1- +...+81-0+ 59

Estas son muchas letras y posiblemente confunde demasiado, por lo que es mejor trabajar con un ejemplo
de como se usa este algoritmo. Supongamos que queremos realizar la suma (11)2 4 (14)2, donde (11)2 = 1011
v (14)5 = 1110.

-2+ 1 Resultado: 1
-2+ 0 Resultado: 01
-240 Resultado: 001
-2+ 1 Resultado: 1001
-2+ 1 Resultado: 11001

Se comienza con el primer digito (1011; 1110): 1+0 =
Se continua con el segundo digito (1011; 1110): 1+1+0 =
Se continua con el tercer digito (1011; 1110): 0+ 1+1

Se continua con el cuarto digito (1011; 1110): 1+1+1
Siguiente digito de la base (5° digito acumulado): 0+0+1 =

I
O~ = = O

Entonces, (11)3 + (14)2 = 11001.
Este algoritmo es exactamente lo que se usa para realizar sumas de forma manual en base 10.
25.4.3. Multiplicacién de niimeros en base b

Considerando que n y m son numeros en base b, la multiplicaciéon m - n
n-m= n(mk,lbk_1 + .o+ mab® + mib+mg) =n - (mk,lbk_l) + .o 0 (meb?) +n - (myb) +n - (mg)
Considerando esto, se define p; como

0 simi:O

(pi)b=”'(mi'b)={

Ng_1...1ng0...0 sim; =1. La cantidad de ceros es ¢

25.5. Maximo comun divisor

Sea a,b € Z — {0}. El maximo comun divisor de a y b (o ged(a, b)) corresponde al mayor ntmero d tal
que dla y d|b, simultaneamente. El gcd(a,b) podemos decir, en otras palabras, que corresponde al maximo
del conjunto D, p, definido como

Doy ={ceZ|clanc|b}

25.5.1. Algoritmo del MCD - Algoritmo de Euclideﬁ

Para obtener el ged(a, b), se puede usar el algoritmo de Euclides, el cual permite descomponer el problema
en un problema maéas pequeno.

ged(a,b)  Ja=b-qg+r
ged(a, b) = ged(b, ) /Repetir de forma iterativa hasta poder determinar el MCD.

HInformacién obtenida desde KhanAcademy
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25.6. Conjunto Generadores
Con a,b € Z — {0}, se define el conjunto generador de a y b ({(a,b)) como
(a,b) ={ceZ|3s,t€Z .c=a-s+b-t}
De forma maés general, el conjunto generado por aq,...,a, se define como

(a1y...,an) ={c€Z|3s1,82,...,8, €EZ .c=a181 +a282+ ...+ anSn}

25.6.1. Identidad de Bézout
Para todo a,b € Z — {0}

» gcd(a, b) es el menor entero positivo tal que existe s,t € Z: ged(a,b) = sa + tb

v (a,b) = (ged(a, b))

25.7. Ecuaciones de Congruencias

Esto sirve como una especie de “continuacién” a la congruencia modular.
Se define una congruencia lineal como la ecuacién de la siguiente forma

axr=b( médm) ; meN-{0}; a,b€ Z; x variable

25.7.1. Como resolver una ecuaciéon de congruencia lineal

Para poder resolver axz = b( méd m), se debe encontrar el inverso multiplicativo de a, o sea, a=* (No
necesariamente a~! = 1/4), de forma que

a-a” ' =b( méd m)

1

Asumiendo que a™ " existe, significa que podemos resolver la ecuacién de la siguiente forma

ar = b( méd m) /-a”t
(a-aV)x = a'b( médm) Ja-a~t=1
r = a'b( médm)

26. Grafos

Un grafo no dirigido G es un par (V, FE) donde V # () corresponde al conjunto de nodos (o vertices) y
E C 2V corresponde al conjunto de conexiones o aristas del grafo (destacar que todo e € E debe ser una
tupla de dos valores, como por ejemplo e = {a, b}).

Ejemplo:
a b e
V. = {a,b,cde, f}
\ / E = {{ab}{a ¢} {a,d}, {b e}, {c,d} {d; e}, {d, f}, {e, f}}
C d—f

Cabe destacar que en un grafo no dirigido como este, no hay loops (conexiones que vayan de un nodo al
mismo nodo), las aristas no tiene direccién (lo que significa que {a,b} = {b,a}) y para cada par de nodos
solo puede haber una conexién.
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26.1. Familias de grafos
26.1.1. Grafos Completos (Cliques)

Un grafo completo o clique corresponde a un grafo de n vertices tal que K,, = (V,E), |[V| = ny
E = {{u,v}u,v € V Au # v}. De forma mds sencilla, un grafo completo es un grafo que conecta todos los
nodos que contiene con todos los demés nodos.

26.1.2. Linea

Un grafo de tipo linea consiste en un grafo de n vertices tal que L,, = (V,E), V ={1,2,3,...,n— 1} y
E = {{i,i+1}|0 < i < n—1}. En palabras simples, la linea corresponde a un grafo en donde todos los nodos
se conectan con el “punto siguiente” (asumiendo que se tiene un orden establecido previamente, como 1, 2,
3, etc.)
1 2 3 4 5

26.1.3. Ciclo

Un grafo ciclico corresponde a un grafo de n vertices tal que C,, = (V,E), V = {0,1,...,n — 1} y
E={{i,(i+1) méd n}|0 <i<n—1}. En otras palabras, corresponde a un grafo el cual forma una figura
ciclica, en donde el ultimo elemento de la cadena se debe unir con el primero.

/ 2
3 \
1
5
26.2. Igualdad de grafos

Se dice que dos grafos Gy = (V4,E1) v Gy = (3, E2) son isomorfos (denotado como G; = Gs) si se
cumple que

[ biyectiva: Vi — Vo 3 {u,v} € By < {f(u), f(v)} € Es
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La relacién de isomorfismo = es una relacion refleja, simétrica y transitiva. Se dice que una propiedad de
un grafo G es preservada bajo isomorfismo, si G tiene una propiedad y G = G’, entonces G’ también tiene
la propiedad.

26.3. Vertices y Grados
Para un grafo G = (V, E) y dos vertices u,v € V

= u y v son adyacentes si y solo si {u,v} € F
» El grado de u se define como: deg(u) = [{v € V|{u,v} € E}|
Lema: (handshaking)

= Para todo grafo G = (V, E) se cumple que ) .\, = 2-|E| (en palabras més simples, la suma de todos
los grados de un grafo cualquiera siempre es 2 - |E|).

= Todo grafo tiene una cantidad par de vertices con grado impar.

26.4. Subgrafos
Un grafo G’ = (V', E’) es un subgrafo de G = (V,E) si V' CV y E' C E, y se escribe como G’ C G.

26.5. Coloraciones

Las coloraciones en un grafo permiten visualizar algunas cosas con mayor facilidad. Un claro ejemplo de
esto es en un Grafo de conﬂictosE

Una k-coloracién de un grafo G = (V, E) es una funcién C : V. — {0,1,...,k — 1} tal que para todo
u,v € V, si {u,v} € E, entonces C(u) # C(v).

Denotaremos como x(G) al minimo valor que puede adoptar k tal que G = (V, E') tenga una k-coloracién.
A este valor x(G) lo llamaremos “ntimero cromdtico”. Cabe destacar que encontrar el nimero cromético
es un problema muy complicado (se resume en colorear manualmente el grafo y probar hasta que se logre
encontrar un valor que no se pueda disminuir).

26.6. Caminos

Un camino de un grafo G = (V, E) corresponde a una secuencia de nodos del grafo, tal que cada nodo
este conectado con el siguiente de la cadena, segin FE.
26.6.1. Camino simple

Un camino simple de un grafo G = (V, E) corresponde a lo mismo que se definié anteriormente, pero
ademds, anadiendo el requisito de que no se repitan nodos en la secuencia (o sea, que el camino no pase por
el mismo lugar mas de una vez).

26.6.2. Camino cerrado

Un camino cerrado de un grafo G + (V, E) corresponde a lo mismo que se definié anteriormente, pero
este camino también debe finalizar en el mismo lugar en donde comenzé. De manera mas formal. . .

Path = vg, vy, ..., v, tal que {v;,v;41} € EVi€ {0,1,...,n—1} Avg = v,

12Esto queda mejor explicado con un ejemplo, el cual puede encontrar en las presentaciones de clase (Clase29 - Coloraciones,
caminos y ciclos). Serfa muy tedioso colocarlo acd y ya hicieron un buen trabajo en la presentacién.
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26.6.3. Ciclo

Un ciclo corresponde a un ciclo cerrado, en donde ademads, ningiin nodo de la secuencia que define el
camino se puede repetir.

26.7. Conexidad

Primero que nada, se dice que dos vertices de un grafo estan conectados si es que existe un camino de
uno al otro. De ahi, sale la definicién de un grafo conexo, el cual consiste en un grafo en donde todos los
nodos estan conectados entre si.

Para un grafo G = (V, E), se define la relacién Rg : V x V, tal que (u,v) € Rg si y solo si u esta
conectado con v.

26.8. Caminos y Tours Eulerianos

Se dice que un camino es Euleriano si es que este camino recorre todas las aristas de un grafo, exactamente
una vez. Por otro lado, un tour Euleriano corresponde a un camino Euleriano cerrado.
26.8.1. ;Cémo verificamos si un grafo tiene un tour Euleriano?

Sea G = (V, E) un grafo conexo. G tiene un tour Euleriano si y solo si, todo vértice en G tiene grado par.

26.9. Caminos y Tours Hamiltoneanos

Se dice que un camino es Hamiltoneano si es que este camino recorre todos los nodos de un grafo,
exactamente una vez. Por otro lado, un tour Hamiltoneano corresponde a un camino Hamiltoneano cerrado.
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27. Anexo

27.1. Ejercicio - Inferencia légica de predicados

Algin estudiante en la sala no estudié para el examen.
Todos los estudiantes de la sala pasaron el examen.

Algun estudiante pasé el examen y no estudio.

;,Cémo modelamos este problema?
S(x) := x estd en la sala

E(z) := z estudié para el examen
X (z) := z pasé el examen

Entonces, la consecuencia légica quedaria asi:

Jz.S(x) A —E(x)
Va.S(z) — X(x)
Jr. X (z) N —E(x)

(,Cémo inferimos esta consecuencia légica?
1. 3z.S(z) A —~E(x) (Premisa)
2. S(a) A —E(a) (Instanciacién Existencial 1.)
3. S(a) (Simplificacién Conjuntiva 2.)
4. Vz.S(x) — X (z) (Premisa)
5. S(a) = X(a) (Instanciacién Universal 4.)
X (a) (Modus ponens 3. y 5.)
—FE(a) (Simplificacién Conjuntiva 2.)

X (a) A =E(a) (Conjuncién 6.y 7.)

© »®» 3N @

Jz.X (z) A —E(z) (Generalizacién Existencial 8.)

27.2. Demostracion - Minimo tunico

Si S tiene un elemento minimo, entonces dicho elemento es tnico.
Sea x% €Sy x% € S ambos minimos y x1 # x3. {Es esto posible?
Mediante la definicion de minimo, llegamos a que

VyeS.x%jy ; VyeS.xﬁjy
Esto nos lleva a que
vy =y | Ly
ZCJ2’ = x{ 1 2

Asi, queda demostrado que el minimo debe ser tnico.
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27.3. Demostracién - Si es minimo, es minimal

Si z es minimo, entonces r es minimal
Sea 2+ un minimo
Para realizar la demostracién, se debe demostrar que Vz € S.z <zt — z =2
Suponga que z < ‘. Por definicién de minimo, se tiene que 2+ < z. Entonces, considerando toda la
informacién, se llega a que
z = at } 1
z=x

xijz

27.4. Demostracion - Teorema de Cantor

Por demostrar: No existe biyeccién entre A y 24 = {S|S C A}
Para ayudar a que sea mas sencillo entender la demostracion, se puede demostrar primero que no existe
biyeccién entre IN v 2, para después extrapolarlo a cualquier conjunto A.
Por demostrar: No existe biyeccién entre N y 2N = {S|S C IN}
Para comenzar la demostracion, se supone que si existe una biyeccién f : N — 2N

01 2 3 4
FOO[T 1 0 1 0
fOHlo o 1 1 1
fF@ 1 1 1 1 0
f@ 1 0 1 0 0
f@lo 0o 1 1 0

Aqui, la coordenada (i,5) es 1 si y solo si j € f(i). Si consideramos todos los elementos de la diagonal y los
colocamos en un conjunto D. ..

O = O Mo
OO = O =
il e =l
— O = = W
O O O = Ol

D={ieNlic fi)}e2N={0,2,...}

Si pensamos en el complemento de D, llamese, el conjunto de elementos que no se encuentran contenidos en
el conjunto D, obtenemos

D={icNig fi)} €2 ={1,3,4,...}
Por la naturaleza de D, no hay ninguna f(x) para todo x, debido a que para que = € f(z), se debe cumplir
que z € D. Con esto se llega a que no existe una biyeccién entre IN y 2,
Este mismo argumento se puede extrapolar a cualquier conjunto A, ya que el motivo por el que ocurre esto
no esta relacionado con el conjunto en si, si no por la forma en la que funciona el conjunto potencia.
Si se mantiene escéptico, considere

D={a€ Ala¢ f(a)}
Ahora considere un z* € A, tal que f(z*) = D
s ¥ € f(z¥) = 2" €D =" ¢ f(z¥)
» oF g f(2¥) = 2* € D= a* € f(z¥)
Llegamos a una contradiccién, lo que significa que dicho z* no puede existir, llegando a que no existe una

biyeccién.
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