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Prélogo (provisorio)

Estos apuntes (o mejor dicho, este borrador de apuntes) resumen el contenido de los cursos
de Matemadtica Discreta que he dictado en las Facultades de Matematica e Ingenieria entre los
anos 2000 y 2004.

Espero que le sean ttiles, en primer lugar, a mis alumnos en futuras versiones de estos cursos,
y también a otros profesores que deseen usarlos como referencia para sus cursos.

VII



INDICE GENERAL INDICE GENERAL

© Luis Dissett. VIII P.U.C. Chile, 2006



Capitulo 1

Logica Proposicional

1.1. Proposiciones, conectivos, férmulas proposicionales

Definicién 1. Una proposicion es una afirmacién que puede ser verdadera o falsa.
Una proposicién es atdmica si es imposible descomponerla en proposiciones més simples.

Para combinar proposiciones y formar nuevas proposiciones méas complejas usamos los lla-
mados conectivos logicos.

1.1.1. Algunos conectivos

Negacion La negacién de una proposicién es la que afirma que la proposicién original no es
verdadera. Generalmente se obtiene agregando “no” (o “no es verdad que”) antes de la
proposicién original.

Conjuncién La conjuncién de dos proposiciones es la que afirma que ambas proposiciones son
verdaderas. Se obtiene intercalando “y” entre las dos proposiciones originales.

Disyuncién La disyuncion de dos proposiciones es la que afirma que al menos una de las
dos proposiciones es verdadera. Se obtiene intercalando “0” entre las dos proposiciones
originales.

Condicional La proposicién condicional entre dos proposiciones (el antecedente y el consecuen-
te) es la que afirma que, cada vez que el antecedente es verdadero, el consecuente también
lo es. Puede ser obtenido precediendo el antencedente por “si” e intercalando “entonces”
entre el antecedente y el consecuente.

Bicondicional La proposicién bicondicional entre dos proposiciones es la que afirma que, o
ambas son verdaderas, o ambas son falsas. Puede ser obtenida intercalando la frase “si y
sélo si”, o bien “siempre y cuando” entre las dos proposiciones originales.

Ejercicio. ;Cuéntos conectivos binarios (esencialmente diferentes) es posible definir?
Respuesta. Hay un total de 2* = 16 conectivos binarios distintos.

Postergaremos la justificaciéon de esto hasta que veamos tablas de verdad.

1.2. Formulas proposicionales

Para trabajar con proposiciones, las representamos por férmulas, llamadas —apropiadamente—
formulas proposicionales. En estricto rigor, una férmula proposicional es simplemente una se-
cuencia de simbolos, a la cual se asocia una proposicion.



1.3. ALGUNOS COMENTARIOS CAPITULO 1. LOGICA PROPOSICIONAL

Las proposiciones atémicas son representadas por variables proposicionales, que generalmente
son letras mayusculas: P, @, R, S, etc. Si debemos utilizar demasiadas variables proposicionales,
recurrimos a sub-indices; asi, podemos tener variables proposicionales Py, Ps, Ps,..., Q1,Q2,Qs3,
ete.

Las proposiciones compuestas son representadas como sigue: si dos proposiciones ¢ y ¥ son
representadas, respectivamente, por las férmulas proposicionales p y q, entonces representamos
(y leemos) las siguientes proposiciones compuestas como sigue:

Proposicién Representacion Lectura
Negacién de ¢ (—p) no p.
Conjuncién de ¢ y 9 (pA Q) P Yq.
Disyuncién de ¢ y ¥ (pVQ) D oq.
Condicional entre ¢ y (p—q) si p entonces q.
Bicondicional entre ¢ y v (p+q) p siy sélo siq.

1.3. Algunos comentarios

Note que tenderemos a identificar las férmulas proposicionales con las proposiciones que
representan; o sea, a veces diremos “proposicién” cuando lo correcto seria decir “férmula propo-
sicional”.

En particular, identificaremos las proposiciones atémicas con las variables proposicionales
que las representan.

Ademsds, en la medida de lo posible, cuando no se preste a confusiones, eliminaremos los
paréntesis mds exteriores de (p A q), (p V q), etc. En general, intentaremos eliminar la mayor
cantidad posible de paréntesis, en la medida en que esto no deje ambigua a la férmula.

1.4. Valor de verdad de proposiciones compuestas

Una proposicién compuesta, formada por subproposiciones, sera verdadera o falsa dependien-
do de los valores de verdad de las subproposiciones que la forman.
Ejemplo. Considérese la proposiciéon ((mPAQ)V (RV P)), y supéngase que Py ) son verdaderas
y R falsa. Entonces:

= P serd falsa (negacién de una proposicién verdadera).

s (=P A Q) serd falsa (conjuncién de una proposicién falsa y una verdadera).

= (RV P) sera verdadera (disyuncién de una proposicién falsa y una verdadera).

» Finalmente, (=P A Q) V (R V P)) seréd verdadera (disyuncién de una proposicién falsa y
una verdadera).

1.5. Asignaciones de verdad

Definicién 2. Una asignacion de verdad es una lista de “valores de verdad” (VERDADERO 0
FALSO) asociadas a las proposiciones atémicas que forman las proposiciones con las que estamos
trabajando!

Asi, una asignacién de verdad determina el valor de verdad de cada una de las proposiciones
compuestas con las que estamos trabajando.

En el ejemplo anterior, nuestra suposicion de que Py @ eran verdaderas y R falsa constituye
una asignacién de verdad.

IEstrictamente hablando, una asignacién de verdad asigna VERDADERO o FALSO a las variables proposicionales
que estamos considerando.

®© Luis Dissett. 2 P.U.C. Chile, 2006



CAPITULO 1. LOGICA PROPOSICIONAL 1.6. TABLAS DE VERDAD

1.6. Tablas de Verdad

Resumiremos los valores de verdad de que toma una proposicién compuesta, para todas las
posibles asignaciones de verdad, en una tabla de verdad. En dichas tablas, usaremos los simbolos
1 para indicar VERDADERO y 0 para indicar FALSO.

Ejemplo. La tabla de verdad para ((—P A Q) V (RV P)) es como sigue:

PIQ[R (P A Q) VvV (B Vv P)
0]010 1 0 0 0
0101 1 0 1 1
0 1 0 1 1 1 0
0|1 1 1 1 1 1
11010 0 0 1 1
11011 0 0 1 1
1 110 0 0 1 1
1 1 1 0 0 1 1

1.7. Tautologias y contradicciones

Definicién 3. Una tautologia es una proposiciéon que es verdadera en toda asignacion de verdad.

Ejemplo.
(P = Q)< (=PVQ)).

Una contradiccion es una proposicion que es falsa en toda asignacién de verdad.

Ejemplo.
(P N—P).

Notacién. Denotaremos las tautologias por T, y las contradicciones por F,.

Ejemplo. Al tratar de demostrar que una cierta conclusion c se desprende de una serie de premisas
P1,P2, ..., Pn, €n el fondo estamos tratando de probar que

(prAp2A...App) = c

es una tautologia.

1.8. Consecuencia légica
Consideremos dos situaciones:
1. Las proposiciones

p : (3<2Vv1+3=4), y
g : (2<5-1+3=4).

son verdaderas, mientras que la proposicién r : 1 4+ 3 = 4 también lo es.

2. Las proposiciones

s ¢ (2<3—-2<4), y
t s (2<4242=4).

son verdaderas, mientras que la proposicién u : (2 < 3 — 2 4 2 = 4) también lo es.
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1.9. DEFINICION DE CONSECUENCIA LOGICAPITULO 1. LOGICA PROPOSICIONAL

Consideremos sélo las estructuras de las proposiciones involucradas. Podemos escribir:

p: XVY s: F—=G
q:Z—Y t:G—H
r:Y u:F — H,

donde X,Y, Z, F,G y H son proposiciones atémicas.

Vistas de esta forma, en que p, q,r, s, t y u son sélo consideradas en funcién de su estructura,

. Sera verdad que toda asignacién de verdad que hace verdaderas a p y a ¢ debe también
hacer verdadera a r?

. Sera verdad que toda asignacion de verdad que hace verdaderas a s y a t debe también hacer
verdadera a u?

Observamos que, para p, ¢ y r, es posible hallar una asignacién de verdad (para las pro-
posiciones atémicas X,Y y Z) que hace verdaderas a p y ¢, pero hace falsa a r. Simplemente,
debemos asignar VERDADERO a X, FALSO aY y FALsO a Z.

En el segundo caso, sin embargo, es imposible hallar una asignacion de verdad que haga
verdaderas a s y t y haga falsa a u (jcémo es posible convencerse de esto, aparte de probando
todas las asignaciones de verdad posibles?).

1.9. Definiciéon de consecuencia légica

Definicién 4. Dados un conjunto X = {1, ¢a,...,¢,} de proposiciones, y una proposicién 1,
diremos que ¥ es consecuencia légica de 3 si toda asignaciéon de verdad que hace verdaderas a
©1, 92, - .., pn hace verdadera también a .

Notacién. Si ¥ = {¢}, en lugar de decir que 9 es consecuencia l6gica de {¢} diremos simple-
mente que Y es consecuencia logica de .

Notacién. Denotaremos el hecho de que v es consecuencia l6gica de ¥ por ¥ = 4

Observacion. Note que 1) es tautologia si y sélo si § = 1. Denotamos este hecho por = .

. Como probar consecuencia légica?

= Tablas de verdad (fuerza bruta).

= Tratando de construir una asignacion de verdad que haga verdaderas todas las proposicio-
nes de X y falsa a 1, y mostrando que esto es imposible.

. Como refutar consecuencia légica?

Respuesta: Encontrando una asignacién de verdad que haga verdaderas todas las proposi-
ciones de ¥ y falsa a 1.

Esto puede ser hecho usando tablas de verdad (de nuevo, fuerza bruta) o bien tratando de
construir dicha asignacién de verdad (y teniendo éxito en el intento).

Una estrategia que puede ser 1til en este sentido es la de resolucion, que serd explicada en
la primera ayudantia.

1.10. Equivalencia légica

Definicion 5. Sean Py @ dos proposiciones cualesquiera (atémicas o compuestas).
Diremos que P y @Q son ldgicamente equivalentes si toda asignacién de verdad que hace
verdadera a P hace verdadera a ) y viceversa.

Notacion. Denotaremos la equivalencia légica entre P y @ por P < Q.
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CAPITULO 1. LOGICA PROPOSICIONAL

1.11. LAS LEYES DE LA LOGICA

Una formulacion equivalente

Teorema. Dadas dos proposiciones P y @, se tiene que P < @ si y solo st P <+ @ es una

tautologia.

Demostracion. Ejercicio.

1.11.

Las siguientes equivalencias l6gicas son conocidas como las leyes de la ldgica:

Ley de la doble negacion

Leyes de de Morgan

Leyes conmutativas

Leyes asociativas

Leyes distributivas

Leyes de idempotencia

elemento neutro

Leyes de

elemento inverso

Leyes de

dominacion

Leyes de

absorcion

Leyes de

Ley de la implicacion
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1.12. REGLAS DE SUSTITUCION CAPITULO 1. LOGICA PROPOSICIONAL

1.12. Reglas de sustitucion

= En las leyes anteriores, es posible reemplazar todas las ocurrencias de una proposicién
atémica (p, ¢, 1, etc.) por cualquier proposicidn, y la ley seguird siendo vélida.

= Sea P una proposicién cualquiera. Si en P se reemplazan una o més ocurrencias de una
proposicién ) por una proposicién Q' ldgicamente equivalente a @), la proposicién P’ re-
sultante sera légicamente equivalente a P.

1.13. El principio de dualidad

Las leyes anteriores (excepto en dos casos) estdn agrupadas en pares. En cada caso, una de
las leyes es lo que llamamos el dual de la otra.

Definicion 6. Sea F una proposicién que contiene sélo los conectivos —, A y V. Entonces la
proposicion dual de F (que denotamos por F d) es la proposicién que resulta de reemplazar cada
aparicién de A por V (y viceversa), y cada aparicién de T, por F, (y viceversa).

Teorema (Principio de dualidad). Si F < G, entonces F? < G9.
No veremos la demostracion de este teorema.
Asi, basta probar una de las leyes de cada par de duales.

1.14. Formas Normales

Recordemos que estamos estudiando férmulas proposicionales, o sea, representaciones de
proposiciones como strings de si mbolos. Estos simbolos, o bien son conectivos, o bien representan
proposiciones atémicas.

Llamamos literales a los simbolos que representan proposiciones atémicas, y al simbolo de
negacién (—) seguido de un simbolo que representa a una proposicién atémica.

A continuacién demostraremos que toda férmula proposicional puede ser escrita como:

= conjuncién de disyunciones de literales, o bien

= disyuncion de conjunciones de literales.

A la primera forma la llamamos Forma Normal Conjuntiva (FNC), y ala segunda Forma Normal
Disyuntiva (FND).

Toda proposicién puede ser re-escrita en FNC o en FND.

Mas precisamente, se tiene el siguiente

Teorema. Dada una férmula proposicional @, existen férmulas proposicionales ¢’ y ¢" tales que
¢’ estd en FNC, ©" estd en FND, o & ¢ y o < .

Demostracion. Sean X1, Xs, ..., X, las variables proposicionales que aparecen en ¢.

Considere la tabla de verdad para la férmula proposicional . Esta tabla de verdad tiene 2™
lineas.

Cada linea de la tabla de verdad corresponde a una asignaciéon de verdad a las variables
proposicionales X1, Xo,..., X, v puede ser interpretada como una conjuncién de n literales
Ly ALy A... ALy, (donde L; = X; si la asignacién de verdad asigna VERDADERO a X;, y
L; = =X, si la asignacién de verdad asigna FALSO a X;).

Asi, una férmula ¢” en FND que es 16gicamente equivalente a ¢ estd dada por la disyuncién
de las conjunciones de literales correspondientes a las lineas de la tabla de verdad donde ¢ se
hace verdadera.

Para hallar una férmula ¢’ en FNC que sea légicamente equivalente a ¢, podemos hallar una
férmula 1) en FND légicamente equivalente a —p, y después aplicar De Morgan dos veces para
transformar — en una férmula en FNC. Como 9 < —p, tenemos que =) < ¢. O

Ejercicio. Aplique el método indicado arriba para encontrar férmulas en FNC y FND que sean
légicamente equivalentes a (P A Q) — (R A Q).
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CAPITULO 1. LOGICA PROPOSICIONAL 1.15. REGLAS DE INFERENCIA

1.15. Reglas de inferencia

Queremos enunciar reglas que nos permitan justificar nuestras deducciones de conclusiones
a partir de premisas dadas.
Asi, por ejemplo, al hacer una demostracion del tipo

(p1 /\pg/\.../\pn)—>c,

nos gustaria poder asegurar que la implicacién es vdlida (l6gicamente verdadera), sin tener que
probar todas las combinaciones de valores de verdad (que pueden ser demasiados).

Estudiaremos a continuacién reglas de inferencia que nos permitiran ir obteniendo conclusio-
nes a partir de un conjunto de premisas, de modo de terminar obteniendo la conclusién deseada.

En lo que sigue, P, @, R, etc., representan proposiciones cualesquiera, no necesariamente
atémicas.

Las primeras reglas de inferencia que consideraremos estan dadas por las equivalencias que
aparecen en las leyes de la légica, a las que posiblemente habremos aplicado las reglas de susti-
tucion.

Asi, si tenemos como premisa P y una ley de la logica nos dice que P < @), entonces podemos
deducir Q.

Otras reglas que estudiaremos son:

= La ley del silogismo. s La regla de contradiccion.
= Modus Ponens, o “método de la afirma- s La regla de simplificacion conjuntiva.
cion”.

s La regla de amplificacion disyuntiva.
= Modus Tollens, o “método de la nega-

cién”. = La regla de demostracion condicional.
= La regla de resolucidn. = La regla de demostracion por casos.
= La regla de conjuncion. » La regla del dilema constructivo.
= La ley del silogismo disyuntivo. = La regla del dilema destructivo.

1.16. Las reglas

Ley del silogismo Cada vez que tengamos como premisas proposiciones de las formas P — Q
y @ — R, tenemos derecho a deducir P — R.
En simbolos:
P—-Q
Q—R
P—R

Modus ponens Cada vez que tengamos como premisas proposiciones de las formas P — Q y
P, tenemos derecho a deducir Q.

En simbolos:
P—=qQ
P
Q
Ejemplo. Supongamos que tenemos por premisas (pAq)y ((pAq) = (—gVr)). Aplicando
modus ponens, vemos que
(pAg) = (—qVr)
(pNa)
(=g V)
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1.16. LAS REGLAS CAPITULO 1. LOGICA PROPOSICIONAL

Modus tollens Cada vez que tengamos como premisas proposiciones de las formas P — Q y
=@, tenemos derecho a deducir =P.

En simbolos:
P—-qQ
—Q
-P

Ejemplo. Supongamos que tenemos por premisas (p V ¢) — r y —r. Aplicando modus
tollens, vemos que

(pVaq)—r

-

=(pVaq)

Regla de conjunciéon Cada vez que tengamos como premisas proposiciones de las formas Py
@, tenemos derecho a deducir P A Q.

En simbolos:
P

Q
PAQ

Ley del silogismo disyuntivo Cada vez que tengamos como premisas proposiciones de las
formas PV @ y =P, tenemos derecho a deducir Q.

En simbolos:
PVQ
—P
Q
Regla de contradiccion Cada vez que tengamos como premisa una proposicion de la forma
P — F,, tenemos derecho a deducir —P.

En simbolos:
P — F,
-P

Regla de simplificaciéon conjuntiva Cada vez que tengamos como premisa una proposicién
de la forma P A @), tenemos derecho a deducir P.

En simbolos:
PAQ
P

Regla de amplificaciéon disyuntiva Cada vez que tengamos como premisa una proposicién
de la forma P, tenemos derecho a deducir PV Q.

En simbolos:
P

PVvVQ

Regla de demostracion condicional Cada vez que tengamos como premisas proposiciones
de las formas PAQ y P — (Q — R), tenemos derecho a deducir R.

En simbolos:
PAQ
P— (Q—R)
R
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CAPITULO 1. LOGICA PROPOSICIONAL 1.17. SISTEMAS DEDUCTIVOS

Regla de demostracion por casos Cada vez que tengamos como premisas proposiciones de
las formas P — Ry @ — R, tenemos derecho a deducir (P V Q) — R.

En simbolos:
P—R
Q=R
(PVQ)—R

Regla del dilema constructivo Cada vez que tengamos como premisas proposiciones de las
formas P — @, R — Sy PV R, tenemos derecho a deducir Q V S.

En simbolos:

P—Q
R— S
PVR
QVS

Regla del dilema destructivo Cada vez que tengamos como premisas proposiciones de las
formas P - @, R — Sy =Q V =S, tenemos derecho a deducir =P V =R.

En simbolos:

P—-qQ
R— S
—Q VS
-PV-R

1.17. Sistemas deductivos

Llamamos sistema deductivo a cualquier conjunto de reglas (de entre las mencionadas, u
otras) que, agregadas a las leyes de la légica, nos permitan deducir conclusiones a partir de
premisas.

Entre las caracteristicas que nos interesa que tenga un posible sistema deductivo se destacan
dos:

(a) Que sea correcto (en inglés, sound), o sea, que cualquier conclusién que se obtenga a partir
de las premisas deba ser, necesariamente, consecuencia légica de éstas; en otras palabras,
que no sea posible deducir nada que no sea consecuencia logica de las premisas; y

(b) Que sea completo, o sea, que si ¢ es consecuencia logica de las premisas, entonces ¢ puede
ser deducido de éstas.

1.18. Ejemplo de uso de las reglas

Consideremos el sistema deductivo formado por todas las reglas enunciadas anteriormente.

Las usemos para demostrar que

p—4q

es consecuencia légica de

{p/\(er)a_'eraqu}'
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1.19. OTRO EJEMPLO CAPITULO 1. LOGICA PROPOSICIONAL

El argumento que damos es el siguiente:

pA(rVyq) Premisa (1.1)
- Vg Premisa (1.2)
q—r Premisa (1.3)
rVq Simplificacién conjuntiva, 1.1 (1.4)
(=rVq)A(rVvg) Regla de conjuncién, 1.2y 1.4 (1.5)
(—=rAT)Vgq Ley distributiva, 1.5 (1.6)
q Elemento neutro, 1.6 (1.7)
-pVgq Amplificacién disyuntiva, 1.7 (1.8)
p—q Ley de la implicacién, 1.5 (1.9)
1.19. Otro ejemplo
Usemos este mismo sistema deductivo para demostrar que
gAT
es consecuencia légica de
{p,p = q,sVr,—s A-it}.
Nuestro argumento es como sigue:
D Premisa (1.10)
p—q Premisa (1.11)
q Modus Ponens, 1.10 y 1.11 (1.12)
sVr Premisa (1.13)
sV Ley de la doble negacién, 1.13 (1.14)
s =T Ley de la implicacién, 1.14 (1.15)
—s A\t Premisa (1.16)
- Simplificacién conjuntiva, 1.16 (1.17)
T Modus ponens, 1.15 y 1.17 (1.18)
gnT Regla de conjuncion, 1.12 y 1.18 (1.19)

1.20. Resoluciéon

Un sistema deductivo muy importante en Inteligencia Artificial es el formado por la tnica
regla de resolucion:
Cada vez que tengamos como premisas proposiciones de las formas PV Q y =Q V R, tenemos
derecho a deducir P V R.
En simbolos:
PvQ
-QVR
PVR

Este sistema deductivo es correcto (sound) y completo (no lo demostraremos aqui), y no sélo
puede ser usado para deducir sino también para refutar.

Note que de P y =P podemos deducir F,, ya que P < PV F, y =P < PV F,.
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CAPITULO 1. LOGICA PROPOSICIONAL 1.21. EJERCICIOS

Deduccién usando resolucion
Para demostrar (o refutar) el que ¥ = @, hacemos lo siguiente:
= Transformamos todas las féormulas de ¥ a FNC.
= Negamos la conclusién deseada (@) y la ponemos en FNC.

= Aplicamos la regla de resolucién, hasta que: o bien derivamos una contradiccién, o bien la
regla no puede ser aplicada.

= Si se llegd a una contradiccién, entonces ) es consecuencia légica de X. En caso contrario,
no lo es.

Ejemplo. Demostraremos que ¥ = {PV Q,P — R,Q — R} E R, usando resolucién.
Solucién:
T ras transformar las férmulas de ¥ a FNC, y agregar la negacién de R en FNC, obtenemos:

{PVQ,-PVR,-QV R,-R}.
Sucesivas aplicaciones de la regla de resolucién dan:
= de PV Qyde PV R, obtenemos Q V R;
= de =@ V R y =R obtenemos —Q);
= de Q V Ry —(Q obtenemos R;

= finalmente, de R y =R obtenemos nuestra contradiccion.

O sea, ¥ = R.

Arboles de refutacién
PENDIENTE

1.21. Ejercicios

1. Sean p y ¢ dos proposiciones atémicas tales que p — ¢ es falsa. Determine el valor de
verdad de:

2. Sean p, q, r las siguientes proposiciones:
p: hago la tarea;
q: juego al tenis;
r: el sol esta brillando;
s: la humedad es baja.

Traduzca a simbolos:

a) Si el sol estd brillando, entonces juego tenis.
b) Hacer la tarea es requisito para que jugar al tenis.

¢) Si el sol estd brillando y la humedad es baja entonces juego tenis.
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1.21. EJERCICIOS CAPITULO 1. LOGICA PROPOSICIONAL

d) Ni el sol estd brillando ni la humedad es baja.

e) La humedad no es baja, a menos que el sol esté brillando .
3. Demuestre que p — ¢ es consecuencia 16gica de {p A (r V q),—r V ¢,q = r}.
4. Demuestre que p — ¢ no es consecuencia légica de {pV r,—rVq,(pAr) = (¢Vr}

5. Demuestre, sin usar tablas de verdad, que si p, ¢ y r son proposiciones atémicas, entonces
(p—=(qvr)) & (pA—q) —r)).

6. Sean p y q dos proposiciones atémicas.

a) Verifique que p — (¢ — (p A ¢q)) es una tautologfa.

b) Demuestre, usando la parte (a), las reglas de sustitucién y las leyes de la 14gica, que
(pVq) — (¢ — q) es una tautologfa.
c) (Es (pVaq) = (g — (pAq)) una tautologia?

b2

7. Repita los ejercicios de los tipos “jes la férmula ) consecuencia légica de ...
usando arboles de refutacion.

, esta vez

8. Recuerde que:

a) un literal es, o bien una proposicién atémica, o la negacién de una proposicién atémica;
b) una disyuncién de literales es llamada una cldusula;

¢) una férmula proposicional estd en Forma Normal Conjuntiva (FNC) si es una con-
juncién de clausulas:

n  m;

AV L)

i=0 j=0

Demuestre que, dada una proposicién ¢ en forma normal conjuntiva (o sea, ¢ = C1 A
Cy A ... N\Cy, donde Cy,Cy,...C, son cldusulas), es posible encontrar una férmula ¢,
que también estd en forma normal conjuntiva, donde cada clausula esta formada por
exactamente tres literales, y tal que ¢’ es satisfactible (o sea, existe una asignacién de
verdad que la hace verdadera) si y sélo si ¢ lo es.
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Capitulo 2

Loégica de predicados

2.1. Definiciones basicas

Ejemplo. La frase “x es par e y es impar” no es una proposicién (no es ni verdadera ni falsa).
Si reemplazamos x e y por dos nimeros enteros, la frase se transforma en una proposicion, y
su valor de verdad dependera de los valores que tengan x e y.
Diremos que la frase anterior es una “proposicién abierta” o “predicado”. Como este predicado
depende de x y de y, lo denotaremos por una letra con x e y entre paréntesis, por ejemplo:

P(z,y).
Si denotamos “z es par” por Q(x) e “y es impar” por R(y), podemos escribir

P(z,y) < Q(z) A R(y).

2.1.1. Predicados atémicos

En el ejemplo anterior, podemos distinguir entre los predicados P(x,y) por un lado, y los
predicados Q(z) y R(y) por el otro: el primero estd formado por otros predicados, mientras que
los ultimos no pueden ser descompuestos en predicados més pequenos.

A los predicados que no pueden ser descompuestos en predicados mas pequenos los llamare-
mos predicados atomicos. Usamos estos predicados para representar relaciones.

A veces escribimos las relaciones como sfmbolos entre los elementos que relacionan (ejemplo:
no escribimos < (z,y) sino = < y).

2.1.2. Variables, constantes, funciones y operaciones

En un predicado, encontramos simbolos que representan variables (z, y, z, etc.), constantes
(0, 1, 2, m, y otros), funciones y operaciones, y otros predicados.

Ejemplo. En el predicado
u+ f(v,0)=2-w

encontramos las constantes 0 y 2, las variables u, v y w, el simbolo de funcién f, y los simbolos
de operacién + y -.

2.1.3. Interpretaciones y dominios

No podemos estudiar un predicado sin asignarle un significado a los distintos simbolos que
en él aparecen.

Para esto, al analizar un predicado, consideraremos una interpretacion, que consiste en un
dominio o universo D y en asignaciones de significado a las constantes, simbolos de funcién y
operacién y a los simbolos que representan relaciones (predicados atémicos).
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2.2. VERDAD LOGICA, CONSECUENCIA LOGHRITUEQUIVAOBNCAADBIHERICADOS

Ejemplo. Al considerar el predicado
S(x):x#0—xz-z#0,

el dominio de interpretacién puede ser N, Z, Q, R, C o incluso algiin conjunto no numérico (por
ejemplo, el conjunto de matrices de 2 x 2).
En este ltimo caso, el simbolo 0 no representara a un ntmero, sino a una matriz.

2.1.4. Cuantificadores

En matemadticas, muchas afirmaciones son de la forma “todos los elementos de D (un dominio
dado) satisfacen el predicado P(z)” o bien “hay al menos un elemento de D que satisface P(x)”.

En el primer caso, abreviaremos usando el simbolo V y en el segundo usaremos el simbolo 3.
Asi, si P(x) es un predicado que depende sélo de x, podemos formar las proposiciones:

Va(P(x)) : Sireemplazamos x por cualquier elemento de D,
entonces P(x) se hace verdadera.

Jz(P(z)) : En D hay al menos un valor tal que, al reemplazar x
por dicho valor, la proposicién resultante es verdadera.

Los simbolos V y 3 son llamados cuantificador universal y cuantificador existencial respecti-
vamente.

2.1.5. Variables libres y ligadas

En un predicado, las variables pueden aparecer relacionadas con un cuantificador (ligadas) o
libres.

Un predicado que no tiene variables libres es una proposicion.

Un predicado con variables libres es una proposicion abierta.

2.2. Verdad légica, consecuencia légica y equivalencia 16gi-
ca

2.2.1. Interpretaciones y valores de verdad

Las proposiciones en logica de predicados son verdaderas o falsas dependiendo de la inter-
pretacién en que sean consideradas.

Ejemplo. Sea P(z,y) un predicado binario (con dos argumentos). La proposicién
vy (P(z,y))

es falsa en la interpretacién en que D = Ny P(x,y) representa la relacién x > y.
La misma proposicién es verdadera si D = N, y P(x,y) representa la relaciéon “x divide a y”.

2.2.2. Proposiciones vélidas (l6gicamente verdaderas)

El concepto de tautologia, o proposicion légicamente verdadera de la légica proposicional
tiene su contraparte en légica de predicados.

Si P es una proposicién en légica de predicados, decimos que P es ldgicamente verdadera (o
vdlida) si se hace verdadera en toda interpretacion.

Ejemplo. Sea P(x) un predicado.
La proposicién
Va(P(z)V —P(z))

es logicamente verdadera.
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CAPITUZ.0Q 2VERIGACALDGIPREDIONSKOS/ENCIA LOGICA Y EQUIVALENCIA LOGICA

Demostracion. Sea J una interpretacion arbitraria con dominio D, y para cada ¢ € D considere-
mos el valor de verdad que J le asigna a P(c). Si este valor de verdad es VERDADERO, entonces
P(c) V =P(c) es VERDADERO(disyuncién de una proposicién verdadera y una falsa); y en ca-
so contrario P(c) V = P(c) también es VERDADERO (disyuncién de una proposicién falsa y una
verdadera).

O sea: la proposicién P(c)V—P(c) es VERDADERO, sin importar qué elemento ¢ € D tomemos.

Pero entonces la proposicién Vo (P(z) V —P(x)) es verdadera en la interpretacion J.

Como J es una interpretacién arbitraria, hemos demostrado que V(P (z) V =P(x)) se hace
verdader a en toda interpretacion, o sea, es légicamente verdadera.

2.2.3. Consecuencia légica

Sea 3 un conjunto de proposiciones en l6gica de predicados. Sea @) otra proposicién en légica
de predicados.

Diremos que Q es consecuencia ldgica de ¥ (o que X ldgicamente implica Q) si toda inter-
pretacién que hace verdaderas todas las proposiciones de ¥ necesariamente hace verdadera a

Si ¥ = {P} (o sea, si ¥ consiste de una sola proposicién) entonces diremos que @) es conse-
cuencia légica de P (en lugar de decir que lo es de {P}).
Al igual que en el caso proposicional, si @) es consecuencia légica de ¥, anotaremos ¥ | Q.
Ejemplo. La proposicién
Va3y(P(z,y))

es consecuencia légica de
WV (P(z,y)).

Demostracion. Sea J una interpretacion arbitraria que hace verdadera a JyVaz(P(z,vy)), y sea D
su dominio.
Como JyVz(P(z,y)) es verdadera en J, existe algin elemento d € D tal que

Va(P(x,d)) (2.1)

es verdadera en J. Queremos demostrar que Vz3y(P(z,y)) es verdadera bajo la interpretacién
J.

Para esto, debemos demostrar que dado cualquier elemento ¢ € D, la proposicién Jy(P(c,y))
es verdadera en J. Pero esto es cierto ya que, dado ¢ € D, debido a (2.1) se tiene P(c,d), por lo
que Jy(P(c,y)) es verdadera en J.

Como ¢ € D era arbitrario, hemos demostrado que Vz3y(P(z,y)) es verdadera bajo la inter-
pretacién J.

Finalmente, como J es una interpretacién arbitraria (de la que sélo supusimos que hacia
verdadera a JyVz(P(x,y))), hemos demostrado que

V(P (x,y)) = Va3y(P(z,y)).

2.2.4. Equivalencia légica

Si Py @ son dos proposiciones en légica de predicados, diremos que ellas son ldgicamente
equivalentes si toda interpretacién le asigna el mismo valor de verdad a ambas.

Notacion. Al igual que en el caso proposicional, si P y @ son légicamente equivalentes, anota-
remos P < Q.

Ejemplo. La proposicion
Va(Q(z) A R(x))
es logicamente equivalente a

V(Q(x)) AVr(R(x)).
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2.2. VERDAD LOGICA, CONSECUENCIA LOGHRITUEQUIVAOBNCAADBIHERICADOS

Demostracion. Demostrar que dos proposiciones son légicamente equivalentes es lo mismo que
demostrar que cada una de ellas es consecuencia légica de la otra. Dejamos cada una de estas
dos demostraciones como ejercicio al lector. O
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CAPITULO 2. LOGICA DENFRRIKONIOE PROPOSICIONES CON CUANTIFICADORES

2.2.5. Resumen de definiciones

Una proposicién P es ... En légica proposicional En légica de predicados
l6gicamente verdadera ... || si toda asignacién de verdad si toda interpretacién

la hace verdadera. la hace verdadera.
l6gicamente equivalente si toda asignacion de verdad las hace | si toda interpretacién las hace
aotra @ ... ambas verdaderas o ambas falsas. verdaderas o ambas falsas.
consecuencia légica si toda asignacion de verdad que hace | si toda interpretaciéon que hace
de otra @ ... verdadera a @ hace verdadera a P. verdadera a @ hace

verdadera a P.

2.3. Negacion de proposiciones con cuantificadores

Para negar proposiciones (o predicados) que contienen cuantificadores pueden usarse las
siguientes equivalencias:

~Vz(P(z)) < 3Jz(-P(z)),
-3z(P(z)) <« Va(-P(z)).

Dejamos la demostracién como ejercicio.

2.4. Reglas de inferencia usando predicados

Ademas de las reglas de inferencia dadas en el capitulo sobre l6gica proposicional, en légica
de predicados pueden usarse las siguientes:

Especificacion universal

Si se tiene la proposicién Va(P(z)), y a € D es arbitrario, podemos deducir P(a).

Generalizacién existencial

Si se tiene la proposicién P(a) (donde a € D), podemos deducir Jz(P(x)).

Generalizacién universal

Si, dado a € D arbitrario, es posible demostrar P(a), entonces es posible deducir Va(P(z)).

Especificacion existencial

Si se ha demostrado la proposicién Jz(P(z)), entonces es posible deducir la proposicién
P(a), donde a € D es un elemento arbitrario que no ha sido usado en la demostracién de
Jz(P(x)).

2.5. Teorias matematicas

PENDIENTE.
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2.6. EJERCICIOS CAPITULO 2. LOGICA DE PREDICADOS

2.6.

Ejercicios

1. Para las siguientes proposiciones, el universo consiste en todos los enteros distintos de cero,

10.

11.

y los significados de los simbolos de funcién y operaciones aritméticas es el usual. Determine
el valor de verdad de cada proposicién, y escriba la negacién de cada una de ellas.

a) JxJy(z -y =1).
FaVy(x -y = 1).
Vaedy(z -y =1).

b)

¢)

d) VaVy [sen x + cos? x = sen? y + cos y}

e) Jxy[(2z+y=5) A (x — 3y = -8|.

f) FxFy[Bx —y=7) A (22 + 4y = 3.
g) Iy [2z+y="5)V (z— 3y =—8|.

h) FzIy Bz —y=T7)V 2z + 4y = 3.

Repita el ejercicio anterior, ahora tomando como universo todos los niimeros reales distintos
de cero.

Repita el ejercicio anterior, ahora tomando como universo todos los nimeros reales (inclu-
yendo al cero).

Escriba las negaciones de las siguientes proposiciones:

a) 3z [p(z) V q(z)]- ¢) v [(p(z) = q(@)]-
b) Va [p(z) A —q(x)]. d) 3x[(p(x) V q(x)) = —r(x)].

Demuestre que las proposiciones VY (Q(z) A R(z)) y Y(Q(z)) A Va(R(x)) son 16gicamente
equivalentes.

Demuestre que las proposiciones Va(Q(z)V R(x)) y Va2 (Q(x)) VVz(R(x)) no son 16gicamente
equivalentes.

Una de las dos proposiciones presentadas anteriormente es consecuencia logica de la otra.
Demuestre este hecho.

Demuestre las equivalencias logicas

~Vz(P(z)) & 3x(-P(z)),
-Jz(P(z)) <& Va(-P(z)).

Demuestre que, dada cualquier proposicion en légica de predicados, existe una proposicién
légicamente equivalente a ella en que todos los cuantificadores estdn al principio de la
proposicién, y se aplican globalmente a ella (ésta es llamada la Forma Normal Prenex, y
es utilizada en inteligencia artificial).

En cada uno de los siguientes casos, decida si la equivalencia légica expresada es verdadera
o no. En caso de que su respuesta sea negativa, indique si una de las implicaciones légicas
es correcta o si ambas son falsas. Justifique sus respuestas.

a) Va [p(x) = q(2)] & Va(p(z)) = Va(q(z)).

b) 3z [p(z) = ¢(=)] & Jx(p(z)) = Ju(q(z)).
¢) Va [p(z) v q(x)] & Vo(p(x)) v Va(q(r)).
d) Fz[p(x) v q(x)] & F(p(z)) v 3 (q(x)).
e) Va [p(x) A q(x)] & Va(p(r)) AVe(g(z)).

]

f) 3z [p(z) A g(x)] & Fz(p(e)) A Fz(q(z)).

Dé un ejemplo de una interpretacién que haga verdaderas Yz [p(z)] y Vz [¢(x) — p(z)] pero
que no haga verdadera Vz [g(x)]. {Qué se puede concluir de este ejemplo?
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Capitulo 3

Teoria de Conjuntos

3.1. Definiciones basicas
3.1.1. Nociones primitivas
Consideramos como “primitivas” (i.e., no necesitan explicacién) las siguientes nociones:
= elemento,
= conjunto,
= pertenencia (€).

Definiremos los otros conceptos relacionados con conjuntos a partir de estas nociones basicas.

3.1.2. Subconjuntos, igualdad de conjuntos

Definicion 7. Si Ay B son conjuntos, decimos que A es subconjunto de B (en simbolos, A C B)
sii

Ve(r € A— z € B).
Definicion 8. Si A y B son conjuntos, diremos que A y B son iguales sii AC By B C A.
En simbolos, A= B+ (AC BABC A).

3.1.3. Maneras de definir un conjunto

Definiremos conjuntos de dos formas distintas:

= Por extension, o sea, listando todos sus elementos.

Ejemplo. Z5s = {0,1,2,3,4}.

= Por comprensidn, o sea, dando una propiedad ¢(z) que caracterice a los elementos del
conjunto (y sélo a dichos elementos).

Asi, si A = {z: ¢(x)}, entonces
Va(r € A+ p(z)).
Ejemplo. Zs = {x :x € NAz < 5}.

Note que consideramos que N contiene al cero. Discutiremos esto més adelante.
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3.2. LA PARADOJA DE RUSSELL CAPITULO 3. TEORIA DE CONJUNTOS

3.1.4. Conjuntos con elementos repetidos

Note que de la definicion de igualdad se deduce que en un conjunto da lo mismo si “se repiten
los elementos”. Asi, por ejemplo, {1,1,1,1,2,2,2} = {1, 2}.

A veces es necesario considerar “multiconjuntos”: objetos similares a los conjuntos, pero
donde es necesario tomar en cuenta la cantidad de veces que se repite cada elemento. En estos
apuntes no discutiremos multiconjuntos en detalle.

3.1.5. El conjunto vacio

Definicion 9. El conjunto vacio (denotado por (}) es un conjunto que no contiene elementos.
Por extension,

0={}.

Por comprensién, quisiéramos definir

0={z:p@)}

donde ¢(z) es una propiedad que es falsa sin importar el valor de z.
Una posible eleccién de ¢(z) es:

o(x):x # .

Ejercicio. Demuestre que, dado cualquier conjunto A, se tiene:
1. 0 C A,
2. ACA.

3.2. La paradoja de Russell

(Es posible usar cualquier propiedad ¢(z) al momento de definir un conjunto por compren-
sion?

Es necesario un poco de cuidado: en 1977, Bertrand Russell demostré que el ser demasiado
permisivos con las propiedades usadas para definir conjuntos nos lleva a “paradojas” (contra-
dicciones dentro de la teoria de conjuntos). La mds famosa de estas paradojas es la siguiente,
llamada “paradoja de Russell”: si ¢(z) es la propiedad “x ¢ x” entonces definimos el conjunto

A={z:z ¢z}

y nos formulamos la pregunta:
. Es A un elemento de A?
De la definicién de A, tenemos que

Ac Ao Ad A

O sea, la inica manera de que A sea un elemento de sf mismo es ... jque no sea un elemento
de si mismo!

Cualquier parecido entre esta paradoja (debida a Bertrand Russell) y la “paradoja del bar-
bero” es absolutamente intencional.

3.2.1. Lidiando con las paradojas

., Cémo evitar las paradojas en la teoria de conjuntos?
Esencialmente, no cualquier propiedad puede definir un conjunto, por lo cual debemos agregar
restricciones.

®© Luis Dissett. 20 P.U.C. Chile, 2006



CAPITULO 3. TEORIA DE CONJUNTOS 3.3. OPERACIONES

Ejemplo. Una forma, bastante aceptada, de eliminar paradojas como la de Russell consiste en
lo siguiente:

= Se distingue entre “clases” (colecciones arbitrarias de elementos) y “conjuntos” (clases que
son elementos de otras clases).

Las clases que no son conjuntos son llamadas “clases propias”.

= S6lo se permiten férmulas del tipo

@(x) : z es un conjunto y ...¢(z).

Ejercicio. jPor qué previene esto la paradoja de Russell?

3.3. Operaciones

A partir de conjuntos dados, es posible construir nuevos conjuntos:

AUB = {z:x€AVvVzxe B},
ANB = {zx:x€AAxze B},
A\B = {z:zx€AAx ¢ B},
PA) = {z:xzC A}.

En realidad, necesitamos axiomas que nos aseguren que las clases asi definidas son efectivamente
conjuntos.

3.4. Las Leyes de la Teoria de Conjuntos

Ley del doble complemento

Leyes de de Morgan

(AUB)® = A°nB-.

(AnB)¢ = A°UB-
Propiedades conmutativas
AUuB = BUA.
ANB = BNA.
Propiedades asociativas
AUu(BUC) = (AuB)UC
An(BNnC) = (AnB)nC
Propiedades distributivas
AU(BNC) = (AUB)N(AUCQ)
AnN(BUC) = (ANB)U(ANC)
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3.5. OPERACIONES GENERALIZADAS CAPITULO 3. TEORIA DE CONJUNTOS

Propiedades de idempotencia

AUA = A
ANA = A
Propiedades de elemento neutro
AUl = A
ANnU A.
Propiedades de elemento inverso
AUA® = U.
ANA® = 0.
Propiedades de dominacion
Aul U.
And = 0.
Propiedades de absorcion
AU(ANnB) = A
AN(AuB) = A

3.5. Operaciones generalizadas

Las operaciones binarias definidas anteriormente (unién e interseccién) pueden facilmente ser
generalizadas de modo que, en lugar de considerar dos conjuntos, consideren una cantidad (finita)
mayor. La forma de hacer esto es, por ejemplo, la siguiente: si Ay, As,..., A, son conjuntos,
entonces definimos

Aq sin=1,

U Az = n—1
i=1 (U A1>UA,L sin>1.
i=1

Si se desea unir o intersectar una cantidad infinita de conjuntos, las definiciones anteriores no
son adecuadas. Para definir adecuadamente uniones e intersecciones de una cantidad infinita de
conjuntos, usamos la definicién siguiente:

Definicion 10. Sea A un conjunto cualquiera (del que supondremos que sus elememtos son, a
su vez, conjuntos). Definimos dos nuevas clases (y agregamos axiomas que dicen que, si A es
conjunto, entonces estas nuevas clases también lo son) como sigue:

s UA={z:Tye Az ey)}.

s NMA={z:Vyc Az €y)}.
Ejemplos.

= JO =0 (facil).

» N0 =U (no tan facil).

Demostracion. = Dejamos esta demostracién como ejercicio.
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CAPITULO 3. TEORIA DE CONJBNSTASPERACIONES CON CONJUNTOS DE INDICES

= Dado z € U, cualquiera, tenemos que
xeﬂ(ﬂ sii Vyel(zey) sii Yylyeld —xey).

O sea,

x¢ﬂ® sii Yy € O(z € y)
sii Jy(-(yebd—zey)
sii Jy(-(yeh—xzey))
sii Jyly e DA =(z € y))
sii Jy(yeDAxdy).
Como esto dltimo es claramente falso, se tiene & € [, por lo que todo = € U satisface

z e N0, osea, N0 =U.
O

3.6. Operaciones con conjuntos de indices

Sea I un conjunto de indices, de modo que para cada i € I existe un tnico A;.
Definicion 11.
iel
o ()4 ={z:Viel(xe )}
iel
En particular, note que si I = {1,2,...,n}, entonces U Ay ﬂ A; corresponden a nuestras
iel iel
n n
definiciones anteriores de U Ay ﬂ A; respectivamente.
i=1 i=1

Si I = N, escribimos G Ay ﬁ A; en lugar de U Ay ﬂ A;.

=0 =0 i€l iel
oo e

Notaciones como U Ay ﬂ A; se definen en forma similar.

i=1 i=1

3.7. Ejercicios
1. Demuestre, usando equivalencias 16gicas, las leyes de la teorfa de conjuntos (dadas en
clases).
2. Repita el ejercicio anterior, ahora usando diagramas de Venn.
3. Demuestre que, si A, B y C son conjuntos arbitrarios (A, B,C' C U), entonces:
a) ACAUB.
b) AnNBC A.
¢c) ACB+ AUB=B.
d) ACB+ AnB=A.
e) AUBCC«+ (ACC)AN(BCQO).
f) AC(BNC) & (ACB)A(ACO),
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3.7. EJERCICIOS CAPITULO 3. TEORIA DE CONJUNTOS

g) A—BCC+ A-CCB.
h) ACB VYD CUDCA—DC B).

4. Demuestre las leyes generalizadas de De Morgan:

a) (U Ai>c =) 4.

el i€l
b) (ﬂAi> =4
el iel

5. Demuestre las leyes distributivas generalizadas:

a) AN (U Bi> = JAnBy).

el i€l

b) AU (ﬂBz) =[(AUB).

el i€l

6. Dado un conjunto universal U, se define A A B (la diferencia simétrica de A 'y B) como

AN B=(A—-B)U(B— A). Demuestre que:
a) AANB=BA A (o sea, la operacién A es conmutativa).
b) ANA°=U.
c) AANU = A°.

e) AN A =0 (por lo que cada conjunto es su propio inverso respecto a /).

)
)
d) AA (= A (por lo que el neutro para A es ().
)
)

f

(AAB)AC=ANA(BAC) (o sea, la operacién A es asociativa).

g) i Qué estructura tiene el conjunto de subconjuntos de U con la operacién A?

7. Recuerde que es posible definir la unién e interseccién de una coleccion cualquiera de

conjuntos, como sigue:

Si S es una coleccién de conjuntos (todos ellos subconjuntos de un conjunto universal dado

U), entonces

NS = {zeld:VylyeS—zecy)},
UsS = {zeld:Fylye SAnzey)}.
Demuestre las siguientes propiedades de la unién e interseccién asi definidas:
a) UD = 0.
b) U{a} =a.
¢) U{a,b} =aUb.
d) Si A C B entonces UA C UB.
e) U(AUB) = (UA)U (UB).
f) Siz € A, entonces x C UA.
g) SiVa(x € A— x C B), entonces UA C B.
h) Nb=U.
i) N{a} = a.
7) N{a,b} =anb.
k) Si A C B entonces NB C NA.
) N(AUB) = (NA) N (NB).
m) (NA)U (NB) CN(ANB).
n) Sixz € A, entonces NA C x.
n) SiVa(r € A— B C x), entonces B C NA.
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CAPITULO 3. TEORIA3BE &PINCIAYTOS: DEFINICION FORMAL DE LA ARITMETICA

3.8. Aplicaciéon: definicion formal de la aritmética

3.8.1. Definicién axiomatica de N

Para un conjuntista, los nimeros naturales se construyen a partir de la teoria de conjuntos:
0 =0y, dado un conjunto cualquiera z, definimos o(z) = U {z} (el sucesor de z).

Asi,
0 = 0,
1 = o(0)=0(0)=00U{0}={0},
2 = o(1)=0({0}) = {0} U{{0}} = {0, {0}},
3 = 0(2)=0({0,{0}}) ={0,{0}} U {{0,{0}}} = {0,{0},{0,{0}}},

Ms4s formalmente, los naturales satisfacen los aziomas de Peano:

1. 0 eN.

2. ¥n(n € N = on € N).

3. Vm¥n((m e NAn e NAom =on) - m=n).
4. Yn(n € N = on # 0).

5. Dada cualquier clase S que satisfaga:

= S,
" Vn(n€ S —ones),
= VmVn((meSAneESAom=0on) >m=n)y
» Vn(n €S —on#0),
entonces N C S.

3.8.2. Operaciones en N

Es posible definir +, -, etc., en términos de operaciones de conjuntos.

Ejemplo (la suma). Dado n € N, definimos s(n,0) = n.
Dados m,n € N, definimos s(m, o(n)) = o(s(m,n)).

Ejercicios.
1. Demuestre, usando esta definicién de suma, que 3 +4 = 7.
2. Defina multiplicacién, y demuestre que 3 -4 = 12.

3. Demuestre que la suma es conmutativa, asociativa, y tiene elemento neutro.
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®© Luis Dissett. 26 P.U.C. Chile, 2006



Capitulo 4

Relaciones

4.1. Definiciones basicas

4.1.1. Pares ordenados

Nos interesa definir formalmente la nocién de par ordenado. Intuitivamente, queremos definir
“par ordenado” como una agregacién de dos elementos de modo que dos pares ordenados sean
iguales si y sélo si sus elementos respectivos son iguales.

La definicién clasica de par ordenado es la siguiente:

Definicion 12. Sean a,b € U (nuestro conjunto universo).
Definimos el par ordenado (a,b) como

(a7 b) = {{a} ) {av b}} .

Ejercicio. Demuestre que, si a, b, ¢,d € U, entonces

(a,b) = (¢,d) < ((a=c) A (b=d)).

Ejercicio. Se satisfarfa la misma propiedad si hubiéramos definido (a,b) como

(a,b) = {a,{b}}7

4.1.2. Producto cartesiano

Sean ahora A y B dos conjuntos cualesquiera. Definimos el producto cartesiano de Ay B:

Definicion 13.
Ax B={(a,b):a€ ANb€E B}.

4.1.3. Producto de mas de dos conjuntos

Si se tienen n conjuntos Ai, Ao, ..., A,, entonces definimos

Ay x Ag x Az x -+ x Ay = (.. ((A1 X Ag) X A3) X -+ ) X A,.
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4.1. DEFINICIONES BASICAS CAPITULO 4. RELACIONES

4.1.4. Producto cartesiano generalizado

Asi como es posible generalizar la unién y la interseccién, también podemos generalizar la
idea de producto cartesiano.

Definicion 14. Sea I un conjunto de indices, de modo que para cada i € I existe un tnico A;.
Definimos
[14
iel
como el conjunto de todas las funciones
fJaUm
il

tales que, para cada i € I, se tenga f(i) € 4;.

O sea, un elemento de H A; le asigna a cada elemento ¢ € I un elemento f(%).
i€l

Ejercicio. Explique por qué A x By (A x B) x C son casos particulares de esta definicién.

4.1.5. Las funciones de proyecciéon

En la situacién descrita anteriormente, definimos, para cada i € I, la funcién

T - HAZ — Az
i€l
como
mi(f) = f(0).

La funcién m; es la proyeccion sobre la i-ésima coordenada.

Ejercicio. Explique la relacion entre estas funciones de proyeccién y las del dlgebra lineal.

4.1.6. Relaciones binarias

Definicion 15.
= Una relacidn (binaria) de A en B es un subconjunto de A x B.
= Una relacidn (binaria) en A es un subconjunto de A x A.

En este curso estaremos interesados mayormente en relaciones binarias definidas en un con-
junto dado (excepto cuando hablemos de funciones).

Notacidon. en vez de escribir (z,y) € R, usualmente escribiremos zRy. En vez de escribir (z,y) ¢
R, escribiremos x Ry

4.1.7. Relaciones n-arias

Si en lugar de considerar R C A x B (0 R C A x A) consideramos R C Ay X Ay X --- X A,
(0 RCAxAx...A), diremos que R es una relacidn n-aria.
—_—

n veces

Ejemplo. Las tablas de una base de datos relacional.
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4.1.8. Propiedades de las relaciones binarias
Sea R C A x A. Dependiendo de las propiedades que satisfaga R, diremos que ésta es:
Refleja si Vz € A(zRx).
Irrefleja si Vo € A(z Rz).
Simétrica si Va,y € A(xRy — yRzx).
Antisimétrica si Va,y € A((xRy AyRz) — x = y).
Transitiva si Vz,y,z € A((zRy A yRz) — xzRz).

4.2. Ordenes parciales

Definicion 16. Sea A un conjunto. Un orden parcial en A es un par (A4, <), donde < es una
relacién en A que es:

1. refleja en A,
2. antisimétrica, y
3. transitiva.

Definicion 17. Dado un orden (A, <), el orden inverso es el orden (A, =) donde > es la relacién
inversa de =, i.e.,
TZYyry @,

Ejemplos. = Los 6rdenes naturales en N, Z, Q, R:
(N, <), (Z, ), (Q, <), (R, <).
= El orden | (divide a) en N:
(N, [).
= E] orden C entre los subconjuntos de un conjunto dado U:
(PU),<).
A estos ejemplos debemos agregar sus érdenes inversos.

Ejercicio. (Es (Z,]) un orden parcial?

4.2.1. Ordenes estrictos

Sea A un conjunto. Un orden estricto en A es un par (4, <), donde < es una relacién en A
que es:

1. irrefleja en A,

2. antisimétrica, y

3. transitiva.

Los érdenes estrictos estan relacionados con los 6rdenes parciales, de la siguiente manera:
Teorema.

n Si (A, <) es un orden estricto, entonces (A, =), donde < estd definido por x <y < (z <
yVx=vy), es un orden parcial.

w Si (A, =X) es un orden parcial, entonces (A, <), donde < estd definido por v < y + (z =<
yAx #y), es un orden estricto.
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4.2.2. Ordenes lineales o totales

Definicion 18. Sea (A, <) un orden parcial.
Dos elementos z,y € A son comparables bajo el orden <X six <y oy <X z.
Decimos que (A4, <) es un orden total o lineal si

Ve, y € Alx SyVy <z,
o sea, si todos los pares de elementos de A son comparables bajo el orden <.

Ejercicio. Indique cudles de los 6rdenes parciales dados como ejemplo son lineales.

4.2.3. Elementos maximales y maximos

Sea (A, <) un orden parcial, y sean S C A, z € S.
Definicion 19. Decimos que:
= 7 es un =-elemento mazimal de S siVy € S(z <y =z =y).
= z es un <-elemento mdzimo de S si Vy € S(y <X z).
Notas:

= Si la relacién < es clara del contexto, la omitimos y hablamos simplemente de elementos
maximales 0 maximos.

= De manera andloga se definen los conceptos de elemento minimal y elemento minimo.

4.2.4. Cotas, supremos, infimos

Sea (A, <) un orden parcial, y sean S C A, ¢ € A.
Definicion 20. Decimos que:
= ¢ es una =<-cota superior para S si Vx € S(x < ¢).

= ces un <-supremo para S si ¢ es =<-cota superior para S y ademads, dada cualquier <-cota
superior ¢’ para S, se tiene ¢ < /.

= S es =-acotado superiormente si existe una <-cota superior para S.
Notas:

= Si la relacion = es clara del contexto, la omitimos y hablamos simplemente de cotas supe-
riores, supremos y conjuntos acotados superiormente.

= De manera andloga se definen los conceptos de cota inferior, infimo, y conjunto acotado
inferiormente.

Teorema. Si S C A tiene un supremo, éste es unico.

Demostracion. Ejercicio.

Este teorema nos autoriza a hablar de “el supremo de S” (siempre que S tenga al menos un
supremo . .. ). Si éste es el caso, anotaremos sup(S). Si S = {x1, 22, ..., 2, }, entonces anotaremos
sup{z1,Za,...,Tn}t 0 sup(x1,Ta,...,Ty).

Por supuesto, un teorema analogo respecto a infimos también es vélido.
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4.2.5. El axioma del supremo
Sea (A, =) un orden parcial. jSerd verdad la siguiente afirmacién?
Todo subconjunto de A, no vacio y acotado superiormente, tiene supremo.

A esta propiedad la llamamos el axioma del supremo.
Aquellos 6rdenes parciales que lo satisfacen serdn llamados (por ahora) drdenes superiormente
completos. De manera anéloga definiremos el concepto de orden inferiormente completo.

4.2.6. Ordenes completos

Fl siguiente teorema nos dice que la distincién entre 6rdenes superior e inferiormente com-
pletos es superflua:

Teorema. Si un orden parcial es superiormente completo, entonces es inferiormente completo (y
viceversa).

Demostracion. Ejercicio. O

Gracias a este teorema, desde ahora en adelante podemos hablar simplemente de d¢rdenes
completos.
[ Qué érdenes parciales son completos?

FEjercicio. Demuestre que (Z,<) y (N, <) son érdenes completos.

Ejemplo. Demostraremos que (Q, <) no es un orden completo.
En efecto: sea A el subconjunto de Q dado por

A:{qe(@:q2<2}.

Claramente, 0 € A, por lo que A no es vacio. Por otra parte, si ¢ € A, debe tenerse g < 2, por
lo que A es acotado superiormente’.

Para demostrar que Q no satisface el axioma del supremo, basta probar que no existe ningin
racional s tal que s = sup A. Demostraremos esto por contradiccion.

Supongamos que existe s € Q es tal que s = sup A. En primer lugar, como 1 € A, debe
tenerse s > 0. Por tricotomia, debe darse alguno de los tres casos siguientes: o s < 2, 0 52 > 2,
0 52 = 2. Mostraremos que en los dos primeros casos es imposible que s sea el supremo de A.

Examinemos primero el caso en que s? < 2. Demostraremos que, en este caso, s no es cota
superior de A; para ello, inostraremos que existe un nimero s’ € A tal que s < §'.

s
En efecto: sea s’ = 5 = 212 Para probar que s’ € A, vemos que
s+ 3 S

16s 25" 485 +8— 165  2(s* —2)? 50

9 _ 2 _ 2 _ —
’ (2 +2)? (2 + 2P (2 +2)?

de donde s? < 2, o sea, s’ € A. Para probar que s < s’, vemos que

, 4s 4s —s(s2+2) 2s—s%  s(2—5?)
s —s= — 5= = = > 0,
5242 5242 5242 5242

de donde s < '
Supongamos ahora que s2 > 2. Demostraremos que, en este caso, s no es la cota superior
mas pequena de A, ya que existe una cota superior s’ de A tal que s’ < s.

s+ 2 242
En efecto: sea s’ = —=% = S~ . Como
2 2s
S_S,_S_s2+2_2527(52+2) 52 —2 50
- 2s 2s T 2s ’

ITambién es posible demostrar que todo ¢ € A es < 1,5, o incluso < 1,4143 ...
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vemos que s’ < s.

Para probar que s’ es cota superior de S, basta probar que s’ > 0y 52 > 2 (;por qué?). Que
s’ > 0 es obvio (jpor qué?). Como

2o (s2+2)2 o st +4s% +4 —8s? _ 5?2 —4s% +4 _ (s2 —2)2
452 452 452 452

vemos que s’ > 2. Asf, el caso s? > 2 también es imposible.

Hemos visto que los casos s < 2 y s > 2 son imposibles, por lo que la tinica posibilidad es
que s2 = 2. Pero este caso también es imposible, debido a la siguiente propiedad (ya conocida
por los griegos):

>0,

No existe un ntimero racional s tal que s = 2.

La demostracion de esta propiedad es por contradiccién: si s es un racional, puede ser escrito
como s = " con m y n “primos entre si” (o sea, sin factores comunes aparte del 1).

Si 52 = 2, tendrfamos m? = 2n2, por lo que m? es par, y por ende m es par. Pero entonces

m? serfa divisible por 4, por lo que 2n? también es divisible por 4, y por lo tanto n? seria par y

n también seria par.

Pero el hecho de que m y n sean pares contradice la hipdtesis de que m y n son primos entre
si. Esta contradiccién muestra que m y n no pueden existir.

Asi, hemos encontrado un ejemplo que prueba que el conjunto de los racionales no satisface
el axioma del supremo.

4.2.7. Los reales y los racionales

Intuitivamente, R se obtiene a partir de Q “llenando los agujeros” que se forman en Q (los
supremos que le faltan a algunos conjuntos de racionales).

Mas adelante esbozaremos algunas formas de construir los reales a partir de los racionales, y
de demostrar que (R, <) es un orden completo.

4.2.8. El teorema de Knaster-Tarski

Un teorema 1til al tratar con érdenes completos es el siguiente:

Teorema (Knaster-Tarski). Sea (A, =) un orden completo, con un elemento mdzimo y un ele-
mento minimo.
Sea p : A — A una funcion <-mondtona; en otras palabras, ¢ preserva el orden =<:

z 2y = o) 2 e(y).
Entonces existe a € A tal que p(a) = a (o sea, ¢ tiene un punto fijo).

Demostracion. Ejercicio.

Ejercicio. Muestre por qué se necesitan las hipdtesis de que A debe tener un elemento méximo
y un elemento minimo.

4.2.9. Formas de representar relaciones binarias

Una relacién binaria definida en un conjunto finito A puede ser representada de varias ma-
neras:

por extension: listando los pares que la forman.

como una matriz 0-1: una matriz M cuyas filas y columnas estdn indexadas por los elementos
de A, y donde
1 si xRy,
Mry = .
0 sizRy.

como un grafo dirigido: donde los elementos de A son los vértices y, para cada par (z,y) € R,
se tiene una arista que va desde x a y.

®© Luis Dissett. 32 P.U.C. Chile, 2006



CAPITULO 4. RELACIONES 4.2. ORDENES PARCIALES

4.2.10. Ejemplo
Sea A=1{1,2,3,4,5}, y sea R C A x A dada por

R=1{(1,2),(1,4),(1,5),(2,3),(2,5),(3,4),(4,5)}.

Esta relacién puede ser representada por la matriz

W\

4.2.11. Diagramas de Hasse

SO oo O
SO OO
o OO = O
OO = O =
O = O = =

o bien por el grafo dirigido

Consideremos el orden (P({1,2,3}),C). Un grafo dirigido que representa este orden es:

®

{1,2,3}
/
Cuzy Cusy| Cs
CAn 2 31)
0

@,

Muchas de las aristas del grafo anterior pueden ser deducidas de otras, usando el hecho de
que la relacién es un orden parcial.

Un orden parcial puede ser representado en forma grafica de una forma simplificada, tomando
el grafo dirigido que lo representa (como relacién), y haciéndole los siguientes cambios:

= eliminar las aristas que pueden ser deducidas de otras por transitividad;

= eliminar los lazos (se sabe que todos los posibles lazos estén, por reflexividad);
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= ubicar los vértices de modo que todas las flechas vayan “hacia arriba”, y eliminar las flechas.

La figura resultantes es llamada un diagrama de Hasse.
Por ejemplo, para el ejemplo anterior, el diagrama de Hasse seria:

{1,2,3}

{1,2} {1,3} {2,3}

X X

{1} {2} {3}

4.2.12. Reticulados (lattices)

Definicion 21. Un orden parcial (A4, <) es un reticulado si todo subconjunto de A de cardinalidad
2 tiene un supremo y un i nfimo.
Ejemplos:

= (P(U), <) es un reticulado.

= (N—{0},]|) es un reticulado.

Ejercicio. Dé definiciones explicitas de sup {z,y} e inf {x, y} para los ejemplos anteriores.
A futuro veremos otros ejemplos.

4.3. Relaciones de equivalencia

Definicion 22. Sea A un conjunto. Una relacion de equivalencia en A es una relacién ~ definida
en A que es:

1. refleja en A,
2. simétrica, y

3. transitiva.

4.3.1. Ejemplos

= La igualdad es siempre una relaciéon de equivalencia, en cualquier conjunto A.

= Si f: A— B es una funcién cualquiera, entonces la relacién ~ definida en A por x ~ y <>
f(x) = f(y) es una relacién de equivalencia.

= Sean € N, n > 0. La relacién =, definida en Z por x =, y <> n | (x — y), es una relacién
de equivalencia.

®© Luis Dissett. 34 P.U.C. Chile, 2006



CAPITULO 4. RELACIONES 4.3. RELACIONES DE EQUIVALENCIA

» La relacién 1 definida en Z x (N — {0}) por
(a,b) 1 (¢,d) > ad = be
es una relacién de equivalencia.

= La relacién “ser trasladado paralelo” entre trazos dirigidos (en el plano o el espacio) es una
relaciéon de equivalencia.

Ejercicio. Demuestre las afirmaciones contenidas en los ejemplos anteriores.

4.3.2. Clases de equivalencia
Sea ~ una relacién de equivalencia definida en A. Para cada a € A, consideremos el conjunto
[a] , ={r€eA:x~a}.
Llamamos al conjunto [a] , la clase de equivalencia de a por ~. Cuando la relacién sea clara

del contexto, omitiremos el subindice que la menciona.
El conjunto

Af~={[a]., :a € A}

es llamado el conjunto cuociente de A por ~.

4.3.3. Propiedades de las clases de equivalencia

Las clases de equivalencia de A por ~ satisfacen lo siguiente:

= cada una de ellas es no vacia;
= dos cualesquiera distintas de ellas son disjuntas;

= la unién de todas ellas es A.

Ejercicio. Demuestre lo anterior.

4.3.4. Particiones

Definicién 23. Dado un conjunto A, un conjunto IT C P(A) es una particién de A si satisface lo
siguiente:

» VS eII(S #0),

VS Tell(S£AT = SNT =0),

« UII = A

Asi, hemos probado que, si ~ es una relacién de equivalencia en A, entonces A/~ es una
particion de A.

Viceversa: si IT es una particién de A, es posible definir una relacién de equivalencia ~ en A

tal que A/~ =1I. ;Cémo?
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4.3.5. Definiendo nuevos objetos con relaciones de equivalencia

Uno de los mayores usos de las relaciones de equivalencia es la definicién de nuevos objetos,
como conjunto cuociente de otro por una relacién de equivalencia.

Ejemplo. Formalmente, los enteros son definidos como el conjunto cuociente de N x N por la
relacion

(myn) ] (r,s) & m+s=n+r.

Ejercicio. Defina formalmente los racionales a partir de una relacién de equivalencia en Z x (N —

{03).

Ejercicio. Defina formalmente los ntimeros reales a partir de una relacién de equivalencia entre
las sucesiones de Cauchy de racionales.

4.3.6. Ejemplo: los enteros médulo n

Consideremos la relacién =,,, definida en Z por = =,, y +> n | (x — y). Llamamos conjunto de
los enteros maodulo n al conjunto

Zn={]i] ;i€ Z}

(aqui estamos usando la convencién de que si la relacién de equivalencia es clara del contexto no
la mencionamos explicitamente).
Es facil ver que

Zn:{[o]a[u?a[nfl]}

Los enteros tienen una estructura dada por dos operaciones, + y -. ;Sera posible que Z,
“herede” esta estructura?

4.3.7. Operaciones en 7,

La manera “natural” de definir una suma y un producto en Z, es como sigue:

{+0] = i+,
{6 = li-a).

. Cudl es el (posible) problema con esta definicién?

4.3.8. Independencia de los representantes

El cuidado que hay que tener al definir operaciones o funciones en términos de miembros de
clases de equivalencia de A/~ es que dicha definicién sea independiente de los representantes.

En otras palabras, si por ejemplo definimos f([a]) en términos de a, debemos cerciorarnos
de que, si en lugar de a elegimos b ~ a como representante de [a] (ya que b ~ a — [a] = [b]),
obtengamos el mismo resultado.

Supongamos que definimos f([a]) como f([a]) = g(a). Entonces debe tenerse:

b~a—g(b) = f([b]) = f(la]) = g(a).

Por ejemplo, en el caso de Z,, al definir la suma, tendri amos que demostrar que, si a =, cy
b =, d, entonces [a + b] = [c + d].
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4.3.9. Otros objetos definidos por relaciones de equivalencia
El cilindro

Consideremos la relacién definida en R x [0, 1] como
(@, y)Ri(a'y) o v —2' €eZAy =y
Ejercicio. Demuestre que ésta es una relacion de equivalencia.

Una hormiga que viva en R x [0,1] pero que “perciba” los puntos como equivalentes de
acuerdo a esta relaciéon no pensara que el mundo es “un plano”, sino que considerara que cada
uno de los cuadrados de la figura siguiente es “el mismo”.

A A, A; Ay

Asi, la hormiga creerd que es lo mismo ir de A; a By que de As a By, de Az a Bs, etc.
Si nuestra hormiga hiciera un mapa de “el mundo” ,encontraria que los puntos marcados A
en la figura de la izquierda serfan “equivalentes (y lo mismo pasa con los puntos marcados B).

’ ’ 4>

B B

Identificando estos puntos (y los otros puntos equivalentes en los bordes del cuadrado), vemos
que el mundo para esta hormiga tiene una apariencia similar a la de la figura de la derecha.

En otras palabras, hemos definido un cilindro como el conjunto cuociente de R x [0, 1] por
la relacién de equivalencia indicada més arriba (o, si se quiere, como el conjunto cuociente del
cuadrado unitario [0, 1] x [0,1] por la relacién que iguala a los puntos correspondientes de los
extremos derecho e izquierdo del cuadrado.

La cinta de Mo6bius

Supongamos que cambiamos la relacién de equivalencia por la siguiente:

=1 six — 2 es par
(x,y)Ro(z',y)) > x —a' € Z A B y/ ) , p T
y+y =1 sixz—2a esimpar.

Ejercicio. Demuestre que ésta es una relacion de equivalencia.

Asi, la hormiga verfa R x [0, 1] asi:

A'7 A4

Ay As

La hormiga del ejemplo considerara que los bordes derecho e izquierdo de cada uno de estos
cuadrados son equivalentes, pero con los puntos “dados vuelta” (ver figura).
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A B

B A

Asi, al hacer el mapa, la hormiga descubrird que el mundo tiene la forma de una cinta de Mébius:

A

Quizas la cinta de M6bius més conocida es el “desfile de hormigas” pintado por M.C. Escher:

El toro

También conocido como “la dona” o “el Michelin”, el toro se obtiene al tomar el cuociente de
[0,1] x [0, 1] por la relacién que hace equivalente a cada punto del extremo izquierdo con el corres-
pondiente punto del extremo derecho, y a cada punto del extremo superior con el correspondiente
punto del extremo inferior (las flechas indican qué puntos se identifican con cudles):

Una imagen del toro es
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La botella de Klein

Otro ejemplo de superficie que se puede definir usando relaciones de equivalencia es la botella
de Klein: para ello tomamos el cuociente de [0,1] x [0,1] por la relacién que hace equivalente a
cada punto del extremo superior con el correspondiente punto del extremo inferior, y a cada punto
del extremo izquierdo con el punto opuesto del extremo derecho (las flechas indican qué puntos
se identifican con cudles):

N N
L L

N N
L L

Lamentablemente, en R® es imposible “realizar” una botella de Klein (o sea, es imposible
conseguir una botella de Klein sin que se “cruce” consigo misma).
Una imagen de la botella de Klein (con un cruce) es:
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4.3.10. El volumen de la botella de Klein

Asi como la cinta de Mobius tiene “un solo lado”, la botella de Klein no tiene “interior y
exterior”. Si designamos una de las superficies como “adentro”, es posible moverse sobre dicha
superficie y llegar a estar “afuera’”.

Asi, el interior de la botella tiene volumen 0, por lo que una graduacién adecuada de su
volumen esta dado por la siguiente foto:

4.4. Ejercicios

1. Sea A # 0, y sea R C A x A el conjunto vacio. ;Cuédles de las siguientes propiedades tiene
R?

a) refleja,

=

simétrica,

o

)
)
) transitiva,
d) antisimétrica.
2. Dada una relaciéon R definida en un conjunto A, definimos
R~ ={(z,y) e Ax A: (y,x) € R}.
Demuestre que R es simétrica sii R = R™1.

3. Dada una relacién R definida en un conjunto A, definimos la clausura simétrica de R como

R:ﬂ{S:RQSQAXA/\Sessimétrica}.

Demuestre que R = RU R~'. Deduzca que R es simétrica.

4. Dadas dos relaciones R C A x By S C B x C, definimos la composicion So Rde Ry S
como
SoR={(z,2) € AxC:3y € B(xRy NySz)}.
Demuestre que R C A x A es transitiva sii Ro R C R.
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5. Dada una relacién R definida en un conjunto A, definimos la clausura transitiva de R como

R+:m{S:RQSQAXA/\Sestransitiva}.

Demuestre que RT = |J;~; R", donde R" estd definido inductivamente por

R' = R,
R = R"O0R.

Deduzca que RT es transitiva.

6. Sea f: A — B una funcién. Demuestre que la siguiente relaciéon R es de equivalencia en
A:
(z,y) € R f(z) = f(y).
7. Sean Ry y Ry dos relaciones de equivalencia en A. Demuestre que Ry N Ry es relacién de
equivalencia en A. jEs necesariamente R; U Ry una relacién de equivalencia? Justifique.

8. Generalizando el problema anterior, sea {R; : i € I'} una familia (posiblemente infinita) de
relaciones de equivalencia definidas en un conjunto A. Demuestre que

R=(\Ri
il
también es relacion de equivalencia en A.

9. Demuestre que las siguientes relaciones definidas en R? x R? son de equivalencia:

s (z,y)Ri(2),y) o x—a' € Z.
s (2, )R y) -2 €ZAYy=1Y.

En clases vimos (informalmente) que es posible definir un cilindro como el cuociente del
conjunto R x [0, 1] por la relacién de equivalencia

(z,y)Ri(z ) x—2' €eZAy=1y,

y que es posible definir la cinta de Md&bius como el cuociente del mismo conjunto por la
relacién
/ H !
= si x — 2’ es par
(2,9)Ra(a’,y) » w—a' ez p Q¥ Y 2T P
y+y =1 six—a esimpar.
Demuestre que las relaciones R; y Ro definidas en el parrafo anterior, asi como las relaciones
Rs, R, y Rs definidas en R? que se dan a continuacién son efectivamente relaciones de

equivalencia.

(z,y)R3(z’,y') & z—2' €eZrny—y €

—y' €Z sixz—x espar,
(v,y)Ra(2',y)) < z—2' €ZA 4 y, ] , p
y+vy €Z six—z esimpar;

(z,y)Rs(z",y") « r—z' ePAy—y €P)

V (z+2 €ePAry+y eP)
V
V (z+2 €elny—y €l

(
(
(x—2' elny+y €1)
(
(

donde P y I representan los conjuntos de enteros pares e

impares respectivamente).
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4.4. EJERCICIOS CAPITULO 4. RELACIONES

10. Considere la siguiente relacién definida en NZ:

(m,n) ~ (m',n) < m+n"=m'+n.

a) Demuestre que la relacién ~ asi definida es de equivalencia.

b) Liste algunos elementos de las clases de equivalencia [(0, 3)], [(4, 1)], [(5,0)], [(2,7)].
¢) Formalmente, Z = N?/ ~. Intuitivamente, ja qué entero corresponde la clase [(m,n)]?
d) Demuestre que la operacién entre clases de equivalencia dada por [(m,n)] @ [(p,q)] =

[(m 4+ p,n + q)] estd bien definida (en otras palabras, esta definicién no depende
de los representantes escogidos: si (m/,n’) € [(m,n)] y (p',¢') € [(p,q)] entonces
[(m" +p',n" +¢)] = [(m+p,n +q))).

e) Intuitivamente, la operacién @ corresponde a la suma de ntimeros enteros. Defina una
operacion ® que corresponda al producto de niimeros enteros.

11. Asi como en el ejercicio anterior definimos formalmente Z, en este ejercicio queremos definir
Q. Para ello, consideramos la siguiente relacién definida en Z x (N — {0}):

(k,n) ~ (K',n') < kn' = K'n.

a) Demuestre que la relacién ~ asi definida es de equivalencia.
b) Liste algunos elementos de las clases de equivalencia [(0,2)], [(3,1)], [(2,3)].

¢) Formalmente, Q = (Z x (N—{0})/ ~. Intuitivamente, ;a qué nimero racional corres-
ponde la clase [(k,n)]?

d) Demuestre que la operacién entre clases de equivalencia dada por [(k,n)] ® [(I,p)] =
[(kl,np)] estd bien definida (en otras palabras, esta definicién no depende de los re-
presentantes escogidos: si (k',n') € [(k,n)] vy (I',p") € [(I,p)] entonces [(K'l',n'p’)] =
[(KL, np)])-

e) Intuitivamente, la operacién ® corresponde a la multiplicacién de nimeros racionales.
Defina una operacién & que corresponda a la suma de nimeros racionales.

12. Sea n € N. En Z, definimos la relacién = (mdéd n) como:
x=y (méd n) + n divide a z — y.

a) Demuestre que = (mdd n) es una relacién de equivalencia.

b) El conjunto Z, (los enteros médulo n) es definido como Z/ = (méd n). Encuentre

¢) Definimos la operacién 4 (suma médulo n) en Z,, como sigue:
K]+ 1] =[k+1.
Demuestre que esta operacion estd bien definida, es decir, es independiente de los

representantes considerados.

d) Defina una operacién - (multiplicacién mddulo n) en Z,,. Demuestre que esta operacién
estd bien definida.

e) Queremos definir la operacién [k] x [I] en Z,,, como sigue:

- [1])

Aqui, |x] representa la parte entera de x (o sea, el mayor entero que no excede x).
Demuestre que esta operacion no esta bien definida, es decir, si x,y € Z, entonces el
valor de x x y depende de los representantes considerados.
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Capitulo 5

Funciones

5.1. Definiciones basicas

Definicion 24. Una relacién f C A x B es llamada una funcidn de A en B (en simbolos,
f:A— B)si, dado cualquier z € A, existe un unico y € B tal que (z,y) € f.

Notacion. Dado x € A, denotamos por f(x) al tinico y € B tal que (z,y) € f.

5.1.1. Tipos de funciones

Una funcién f: A — B es:

= Inyectiva (o 1-1) si, dados z,y € A,

= Epiyectiva (o sobreyectiva, o simplemente sobre) si, dado cualquier y € B, existe algin
x € A tal que y = f(z).

= Biyectiva (o biyeccién, o correspondencia biunivoca) si es inyectiva y epiyectiva.

Estamos especialmente interesado en las biyecciones.

5.2. Cardinalidad

Intuitivamente, contar los elementos de un conjunto A significa poner en correspondencia el
conjunto A con los elementos de un conjunto de referencia.
Formalmente, diremos lo siguiente:

Definicion 25. Dados dos conjuntos A y B, éstos tienen la misma cantidad de elementos si existe
una biyeccién f : A — B.

En este caso también se dice que A y B son equinumerosos, o equipotentes, lo que denotaremos
por A ~ B.

Teorema. La relacion ~ es una relacion de equivalencia.

Definicion 26. Sea A un conjunto cualquiera. El cardinal de A (que anotamos |A]) es su clase
de equivalencia por la relaciéon de equinumerosidad.
Tipicamente, usamos algiin miembro de |A| para denotar la clase entera.
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5.3. CARACTERIZACIONES DE NUMERABILIDAD CAPITULO 5. FUNCIONES

5.2.1. Conjuntos finitos e infinitos
Recordemos que un elemento de N es de la forma
n={0,1,2,...,n—1}.

Definicion 27. Un conjunto se dice finito si es equinumeroso con algin n € N. En este caso,
diremos que la cardinalidad de A es n: |A] = n.
Un conjunto que no es finito se dice (sorpresa) infinito.

5.2.2. Caracterizando los conjuntos finitos

Sea A un conjunto finito, y sea f: A — A.
Es posible demostrar que:

= si f es 1-1 entonces es sobre.
= si f es sobre entonces es 1-1.

M4s atin: si A es un conjunto cualquiera, tal que toda funcién 1-1 f : A — A es sobre (o que
toda funcién sobre f: A — A es 1-1), entonces A es finito.

5.2.3. Conjunto numerables

Un conjunto equinumeroso con N se dice numerable.
Claramente, todo conjunto numerable es infinito. ;Sera verdad el reciproco?

5.2.4. Ejemplos de conjuntos numerables
Algunos de los conjuntos que pueden ser puestos en correspondencia biunivoca con N:
= P, el conjunto de los naturales pares:
P={2n:n e N}.
= [, el conjunto de los naturales impares:
P={2n+1:n€N}.
= II, el conjunto de los nimeros primos:
II={235,711,13,17,19,23,... }.

Estos ejemplos pueden aparecer anti-intuitivos a primera vista, ya que estos conjuntos son todos
subconjuntos propios de N. Esperarfamos que tuvieran cardinalidad “menor” que la de N.

5.3. Caracterizaciones de numerabilidad
Una manera de caracterizar los conjuntos numerables es la siguiente:

Un conjunto A es numerable si y sélo si es posible escribir A como una lista
infinita:
A:{al,ag,ag,...}.

En otras palabras, existe una sucesion

(alaa23a3a <. )

de elementos de A con la propiedad de que todo elemento de A aparece en alguin momento en
dicha sucesion.

En términos algoritmicos, podemos pensar esto como que existe un “algoritmo”! que genera
un elemento de A, luego otro, y asi sucesivamente, de modo que todo elemento de A es generado
en algin momento por este algoritmo.

L Aunque este “algoritmo” nunca termina . ..
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CAPITULO 5. FUNCIONES 5.4. LOS RACIONALES

5.4. Los racionales

Es Q numerable?

Argumento (intuitivo) en contra:

Parece haber “demasiados” racionales mas que naturales. jEntre dos naturales consecutivos
siempre hay una cantidad infinita de racionales!

Sin embargo, es posible hacer una lista (infinita) en que cada racional aparezca (exactamente)

una vez:
11213123414
SRR RN )
O sea, Q es numerable.

5.5. Los reales

. Sera verdad que R es numerable?
Se puede demostrar que ni siquiera el intervalo cerrado [0, 1] es numerable . ..

Demostracion. Supongamos que [0, 1] es numerable. Entonces, es posible escribir

[071] = {7“0,7”1,7“2,...}

donde: ro = 0.c00C01€02C03C04 "+
r1 = 0.cipcr1¢12¢13C14 - - -
ra2 = 0.co0C21C22C23C24 - -
rg = 0.c30C31€32¢33C34 "+

donde ¢;; € {0,...,9}.
Pero entonces el real
T i= 0.d0d1d2d3d4 te

donde

no aparece en la lista ...
O

Ejercicio. (Doénde falla el argumento aqui presentado al tratar de demostrar —de la misma
manera— que Q N [0, 1] no es numerable?

5.6. El argumento de Cantor

El argumento presentado antes es llamado la diagonalizacion de Cantor o argumento diagonal
de Cantor. El teorema presentado es un caso particular del siguiente:

Teorema (Cantor). Sea A un conjunto cualquiera. Entonces no hay ninguna biyeccion entre A
y P(A).
5.6.1. El problema de la detencién

El argumento diagonal de Cantor tiene aplicaciones a Ciencia de la Computacion. Por ejem-
plo, se le usa para probar que es imposible escribir un programa cuya entrada sea un par (P, A)
(donde P es un programa y A un archivo de datos) y decida si el programa P se detendra al ser
ejecutado con entrada A.
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5.7. ORDEN ENTRE CARDINALIDADES CAPITULO 5. FUNCIONES

5.7. Orden entre cardinalidades

El hecho de que no hay una biyeccién entre N y el intervalo [0, 1], o entre A y P(A) (y sin
embargo si hay una funcién 1-1 f : N — [0,1], y una de A en P(A)) nos sugiere la siguiente
definicién:

Definicion 28. Dados dos conjuntos A y B, decimos que B tiene al menos tantos elementos como
A (o que A no tiene mds elementos que B) si existe una funcién 1-1 f: A — B.
Si este es el caso, anotamos A < B.

5.7.1. Propiedades de =<
La relacion < tiene las siguientes propiedades:
1. es refleja: A < A;
2. es transitiva: si A < By B < C entonces A <X C;

3. es “casil” antisimétrica: si A < By B =< A entonces A ~ B (teorema de Cantor-Schréder-
Bernstein (CSB)).

En realidad, < no es un orden parcial pero determina un orden parcial en el conjunto® de
clases de equivalencia por la relacion ~.

5.8. El teorema de Cantor-Schréder-Bernstein (CSB)

Enunciamos el

Teorema (Cantor-Schroder-Bernstein). Si A < B y B < A entonces A ~ B.
O sea: si existe una funcion inyectiva g : A — B y una funcion inyectiva h : B — A, entonces
existe una biyeccion f: A — B.

Antes de ver su demostracién, estudiaremos un caso particular del teorema.

5.8.1. Prolegémeno:

Demostraremos primero que [0,1] ~ [0, 1).

Para hacer esto, la primera (estiipida) idea que se nos ocurre es considerar la “funcién”
fo(x) = x definida en [0, 1].

(Qué problema tenemos?

Como fp(1) ni siquiera estéd en el conjunto de llegada, debemos asignarle a 1 una imagen en
[0,1). Digamos por ejemplo que a 1 le asignamos como imagen 1/2. Asi, definimos f; : [0,1] —
0,1

[0,1) como sigue:
T six#1,
xT) =
Hi(@) {1/2 siz=1
Ahora tenemos que 1/2 tiene dos pre-imagenes: 1 y 1/2. Ya que el 1 acaba de llegar a 1/2,
estd cansado, por lo que el que tiene que reubicarse es 1/2.

Digamos, por ejemplo, que 1/2 se va a 1/4 (podria ser 1/3, o cualquier otro # 1/2). Asi,
definimos f3 : [0,1] — [0,1) como sigue:

x siz#1,x#1/2,
folx)=q1/2 siz=1,
1/4 siz=1/2.

Ahora tenemos un problema con 1/4 ...;Qué hacemos?

2;La clase propia?
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CAPITULO 5. FUNCIONE¥L TEOREMA DE CANTOR-SCHRODER-BERNSTEIN (CSB)

Ahora mandemos 1/4 a 1/8. Asi, definimos f3 : [0,1] — [0,1) como sigue:
T sixé¢ {1, %,i ,

1/2 siz=1,

1/4 siz=1/2,

1/8 siz=1/4.

fa(z) =

Y ahora el problema se produce en 1/8 ... ;Qué hemos ganado?
Hemos ganado mucho: si consideramos la funcién

f(z)= lm f,(z) = {”” siz ¢ {1,%%,%,...},
8

Y

entonces es posible demostrar que, efectivamente, f es una biyeccién entre [0,1] y [0,1).

Demostracion. Ejercicio. O

5.8.2. Demostracion de C-S-B

Retomemos la demostraciéon del Teorema de Cantor, Schréder y Bernstein.

Sean A y B dos conjuntos tales que hay dos funciones inyectivas, g: A - By h: B — A.

Sea B’ = h(B) C A. Claramente, B y B’ son equinumerosos (h : B — B’ es una biyeccidn).
Asi, si logramos establecer una biyeccién entre A y B’ tendremos la equinumerosidad deseada
entre Ay B.

Claramente, ho g : A — B’ es inyectiva.

Asi, nos bastara con demostrar la siguiente versién simplificada del teorema:

Dados un conjunto A y un subconjunto A’ de A, si existe una funcién inyectiva
j:A— A, entonces A y A’ son equinumerosos.

En el caso que demostramos anteriormente, A = [0,1], A’ =[0,1), j : [0,1] — [0,1) esta dada
por j(z) = z/2.
La manera de construir la biyeccién entre A y A’ recuerda a la de la demostracién anterior.
Primera (estipida) idea:
fo: A= A

dada por fo(x) = x no resulta (se escapa de A').

5.8.3. Solucién (temporal) del problema

Definimos f; : A — A’ como sigue:

K sizg¢g A— A,
file) = {](m) size A—A.

Ahora el problema lo tenemos con los elementos de j(A — A’) (lo que pasaba con 1/2 en el

ejemplo).
Siz e j(A—A"), en lugar de mandar x a x, los mandamos a j(x). O sea:

K sixg A—A UjA-A),
fo(@) = {j(a:) sizeA— A Uj(A-A).

Se ve que vamos a tener problemas con j(j(A — A")), j(j(j(A — A"))), etc.
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5.9. EJERCICIOS CAPITULO 5. FUNCIONES

5.8.4. Solucion final

Consideremos los conjuntos Co = A — A’, Cy = j(Cy), Co = j(C1), C3 = j(Cs), etc. Clara-
mente, necesitamos aplicar j a los elementos de estos conjuntos. Asi, sea

Definimos

f(x)—{”? i 0,

jlx) sized.

Ejercicio. Demuestre que la funcién f : A — A’ recién definida es efectivamente una biyeccién
(tarea, 272002).

5.9. Ejercicios

1. Demuestre que si A es un conjunto finito y B C A entonces B es finito.

2. Demuestre que si A es un conjunto finito entonces toda funcién f: A — A es 1-1 si y sélo
si es sobre.

3. Demuestre que un conjunto A es infinito si y sélo si A es equinumeroso con algiin subcon-
junto propio A’ C A.

4. Demuestre que el conjunto N x N es numerable. Construya explicitamente una biyeccién
f N—=NxN.

Determine el valor de f(17) y de f~1(5,6).
5. Dé biyecciones explicitas entre:

a) El conjunto de los naturales pares y el de los enteros impares.
b) El conjunto de los naturales pares y el de los enteros.

¢) El conjunto de las potencias de 2 y el de los nimeros enteros pares.

6. Demuestre que si dos conjuntos A y B son numerables entonces A U B es numerable.

Ayuda: jCuidado con los elementos comunes a A y a B!

7. Demuestre que si dos conjuntos A y B son finitos entonces AU B y AN B son conjuntos
finitos.

8. Demuestre que si A es un conjunto finito y B es un conjunto numerable entonces AU B es
numerable y A N B es finito.

9. Demuestre que si A C N entonces

A es finito < A tiene un maéaximo.

10. Dé ejemplos de dos conjuntos infinitos no numerables cuya interseccién sea:

a) finita,
b) infinita numerable,

¢) infinita no numerable.

11. Sean A, B y C conjuntos tales que C C A, ANB =0 y B = C. Demuestre que AUB = A.
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CAPITULO 5. FUNCIONES 5.9. EJERCICIOS

12

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.
20.

21.

22.

23.

24.

. Demuestre que el conjunto de todas las sucesiones de niimeros enteros no es numerable.

Demuestre que el conjunto de todas las sucesiones finitas de nimeros racionales es nume-
rable.

Una sucesién (ag, a1, as,...) de enteros se dice eventualmente periddica si existen dos
nimeros naturales ng y p > 0 tales que, para todo n > ng, antp = an.

Demuestre que el conjunto de todas las sucesiones eventualmente periédicas de enteros es
numerable.

Una sucesion (ag, a1, -..) de enteros se dice progresion aritmética si para todo n € N se
tiene ap42 — Gpy1 = Apy1 — .

Demuestre que el conjunto de todas las progresiones aritméticas de enteros es numerable.

Un ndmero real se dice algebraico si es raiz de algiin polinomio con coeficientes enteros. Si
un numero real no es algebraico entonces es trascendente.

a) Demuestre que el conjunto de todos los niimeros reales algebraicos es numerable.

b) Demuestre que el conjunto de todos los niimeros reales trascendentes no es numerable.

Demuestre que el conjunto P(N) (el conjunto potencia de N) tiene la misma cardinalidad
que R.

Demuestre que el conjunto de todas las secuencias finitas de enteros positivos es numerable.

Ayuda: A la secuencia (r9,71,72,...,7) aséciele el nimero 273" - .. p* donde pj es el
k-ésimo primo (contando desde cero).

Demuestre que el conjunto de todas las secuencias finitas de racionales es numerable.

Demuestre que el conjunto de todas las rectas del plano que pasan por (al menos) dos
puntos con coordenadas racionales, es numerable.

Demuestre que cualquier conjunto infinito de circulos disjuntos en el plano es numerable.
;Por qué es importante aqui la hipotesis de “disjuntos”?

Demuestre que N puede ser escrito como la unién de una familia numerable de conjuntos
numerables disjuntos.

Demuestre que si D es un conjunto numerable de puntos del plano cartesiano, entonces es
posible escribir D como D = D, U D,, donde D, NZ es finito para cada recta ¢ paralela al
eje X,y D, N Y es finito para cada recta ¢ paralela al eje Y.

Demuestre que en el conjunto P(N) (el conjunto potencia de los naturales) es posible
encontrar una cadena NO NUMERABLE de subconjuntos, o sea, una familia no numerable

SCP(N)

tal que VA,Be€ S(AC BV B CA).
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Capitulo 6

Induccién y clausuras

6.1. Induccidon (sobre los naturales)
Usamos induccién sobre los naturales para:

= Demostrar que todos los niimeros naturales tienen una cierta propiedad.
n
) .. n(n+1)
Ejemplo tipico: E k = —
k=1
= Definir diversos objetos asociados a los niimeros naturales: definiciones inductivas/recursivas
de: funciones, relaciones, etc.

Ejemplo tipico: definicién de la funcién factorial para todo natural.
o0=1, (n+1!I=(Mn+1) nl

Suponemos que el factorial estd definido para n y lo definimos para n + 1. La induccién
nos permite demostrar que existe una unica funcién ! : N — N que satisface las ecuaciones
de arriba.

6.1.1. Otros puntos de partida

Hemos adoptado la convencién de que el primer nimero natural es cero.

L Qué pasa si queremos demostrar que una propiedad se cumple a partir de n = 177 o,
incluso, a partir de n = —137

En realidad, dado n, € Z, podemos considerar, en lugar de N, el conjunto {n € Z : n > n,},
y demostrar la propiedad deseada (o definir el nuevo concepto) para n en dicho conjunto (N
corresponde a la eleccién n, = 0).

Los principios de inducciéon que veremos a continuacién pueden ser adaptados a cualquier
eleccién de n,.

6.1.2. Principios de Induccién

Hay (al menos) tres principios de induccién para naturales que son equivalentes:

Principio Simple de Induccién (PSI)
Dado un subconjunto S de N (S C N), si se cumple que:

(1) 0€S;
(11) dado cualquier n € N, si n € S entonces n + 1 € S;

o1



6.1. INDUCCION (SOBRE LOS NATURALESJAPITULO 6. INDUCCION Y CLAUSURAS

entonces S = N.

Al realizar demostraciones basadas en este principio le llamamos a la parte correspondiente
a (i) “base” de la induccién, y a (ii) el “paso inductivo”. Dentro del paso inductivo, la parte
n € S recibe el nombre de “hipétesis de induccién” (HI) y la parte n + 1 € S recibe el
nombre de “tesis de induccién” (TT).

Principio de Induccién “por curso de valores”
(también llamado “segundo principio de induccién” o “principio fuerte de induccién”).

Dado un subconjunto S de N (S C N), si se cumple que, para todo n € N:
{keN:k<n}CS—>nes, (%)

entonces S = N.

Aqui vemos que no hay una “base” explicita: sélo hay un paso inductivo, y en éste la HI
es{keN:k<n}CSylaTlesneS.

Principio del buen orden

Todo subconjunto no vacio, S # ), de N, tiene un “primer elemento”, es decir, existe y € S,
tal que, para todo z € S, y < x.

Como dijimos al principio, todos estos pricipios son equivalentes: cada uno se puede demostrar
a partir de cualquiera de los otros.

A veces, uno es mas apropiado que otro, segun el problema donde se quiera aplicar.

PICV es muy poderoso, la hipétesis es mas facil de usar, ya que lo que se quiere demostrar
se supone para todos los predecesores de n, y no sélo para n — 1.

6.1.3. Ejercicios

Ejercicio. ;Cémo puede usar el principio de induccién simple (y justificar el uso) para demostrar
que todos los niimeros naturales mayores que, digamos 10, tienen una cierta propiedad?

Ejercicio. Lo mismo que antes, pero ahora se desea demostrar que todos los ntimeros enteros
mayores que, digamos —5, tienen una cierta propiedad.

Ejercicio. Lo mismo que en los dos ejercicios anteriores, pero ahora usando PICV.

Ejercicio. Demuestre la equivalencia entre los tres principios de induccién.
Ayuda: Encuentre una cadena ciclica de implicaciones.

6.1.4. Una formulacién equivalente

Los dos primeros principios de induccién pueden ser formulados de manera equivalente usando
predicados en lugar de conjuntos. Sea P(n) un predicado con una variable n (entera o natural).
Entonces podemos formular los dos primeros principios de inducciéon como sigue:

Principio Simple de Induccién (PSI)

Si se cumple que:

(1) P(0); y
(11) para todo n € N, si se cumple P(n) entonces se cumple P(n + 1);

entonces Vn € N(P(n)).

Principio de Induccién “por curso de valores”

Si, para todo n € N se cumple que:
Vk € N(k <n — P(k)) — P(n), (%x)

entonces Vn € N(P(n)).
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CAPITULO 6. INDUCCION Y CLAUSURAS.1. INDUCCION (SOBRE LOS NATURALES)

6.1.5. Casos base en en PICV

Nétese que, para usar PICV, hay que demostrar (x) —o, equivalentemente, (xx)— para todo
n € N.
Esto incluye al 0, por lo que debemos demostrar que:

{keN:k<0}CS—0€eSb.

Como la hipdtesis es siempre verdadera, no aporta nada, e igual hay que demostrar que 0 € S,
a partir de nada, tal como en PSI.

En otros casos, el hecho de que {k € N: k < n} C S no aporta nada porque en la demostracion
de que n € S no se ocupa la hipdtesis.

A estos casos los llamaremos casos base de las demostraciones por PICV (y, tipicamente, 0
es un caso base de estas demostraciones, pero no es necesariamente el nico).

Ejemplo. Demostremos que, si tenemos una cantidad infinita de estampillas de 4 y 7 pesos,
podemos formar cualquier franqueo de 18 pesos o mas.

Sea S={neN:n>18 — existen z,y € N tales que n = 4z + Ty}.

Los casos base en nuestra demostracién corresponden a 0 < n < 18 (que trivialmente pertene-
cena S),n=18,n=19,n=20y n = 21. Por ejemplo, 21 es caso base porque la demostracién
de que 21 € S no usa el hecho de que {0,1,...,20} C S.

Asi, en la demostracién de que todo ntmero natural n pertenece a S, hay 22 casos “base”.

Ejemplo. Considérese la demostracién de que todo ntimero natural > 2 tiene un factor primo.

Sea S ={n € N:n > 2 — n tiene un factor primo }.

Si n es compuesto, usamos la HI. Pero si n es primo, no la necesitamos para comprobar que
nes.

Asi, en la demostraciéon de que todo nimero natural > 2 tiene un factor primo, hay una
cantidad infinita de casos base: todos los n primos, més 0 y 1 (que trivialmente pertenecen a .S).

6.1.6. Aplicaciones de induccién en N

En lo que sigue veremos aplicaciones no usuales en cursos béasicos, pero importantes y ttiles:
= Acotacién de soluciones de ecuaciones de recurrencia. No sélo hay que demostrar que la so-
lucién (usualmente no disponible explicitamente) estd acotada por una expresién algebrai-

ca que contiene constantes, sino que hay que demostrar en el proceso que tales constantes
existen (“induccién constructiva”).

= Demostracién de Correcciéon y Término de programas computacionales. Se trata de demos-
trar que el programa para y que entrega en la salida el resultado esperado.

= Demostracién de principios combinatorios (el Principio de los Cajones).

6.1.7. Ejercicios

Primer principio de induccién

1. Demuestre que para todo n € N, 7" — 2" es divisible por 5.
2. Demuestre que para todo n € N, 117+ 4+ 227~1 eg divisible por 133.

3. Demuestre que, si se tiene un conjunto de n lineas rectas en el plano, tal que entre ellas no

. 2 .
hay dos paralelas ni tres concurrentes, entonces ellas dan lugar a %”*2 regiones.

4. Considere la siguiente afirmacion:
“Podemos comer una cantidad infinita de comida.”

Analice el siguiente intento de demostracién de esta afirmacién, usando induccién:
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» Podemos comer una pequena porcién de comida (caso base).

» Si podemos comer una cierta cantidad de comida, podemos comer un poco més (paso
inductivo). Por induccién hemos demostrado que podemos comer una cantidad infinita
de comida.

Segundo principio de induccién

5. Demuestre que, si se tiene un conjunto de n lineas rectas en el plano, tal que entre ellas no
hay dos paralelas ni tres concurrentes, entonces entre las regiones a las que ellas dan lugar
hay exactamente n — 2 triangulos.

6. Demuestre que, si € es un conjunto de n circulos en el plano, tal que cualesquiera 3 de
dichos circulos tienen intersecciéon no vacia, entonces la intersecciéon de todos los circulos
de € es no vacia.

Ayuda: Ocupe el hecho de que, dados dos puntos z,y en un un ci rculo C, el segmento
Ty estd completamente contenido en C (o sea, C' es convexo).
7. Suponga que T'(n) es una funcién que satisface:
T1) = 1,
T(n) = 2T(|n/2])+3T([n/2])+4 paran > 1.
Demuestre que 7' es una funcién no decreciente, o sea, T'(n) < T'(n + 1) para todo n € N.
8. Suponga que T'(n) es una funcién que satisface:
o) = 0,
Tn) = T(n/3])+T([n/5])+T([n/7])+n paran > 0.
Demuestre que T(n) < 4n para todo n € N.

9. El siguiente juego se juega entre dos jugadores con un montén de pasas (nueces, caramelos,
almendras, M&M’s también son admisibles). El juego comienza con el montén de pasas
dividido en dos pilas (no necesariamente del mismo tamaiio).

Una mowvida consiste en comerse todas las pasas de una pila y dividir la otra en dos pilas
no vacias, no necesariamente iguales.
Los jugadores se van turnando en hacer sus movidas, y gana el dltimo que puede hacer
una movida.
Demuestre que, si el niimero inicial de pasas en al menos una de las pilas es par, entonces
el primer jugador puede ganar sin importar cémo juegue su adversario (o sea, tiene una
estrategia perfecta para ganar).
10. Recuerde que los nimeros de Fibonacci se definen como:
0 sin =020,
fn =41 sin=1,
fn71+fn72 Sin>1a
Demuestre que, dado n € N, f,, < (7/4)"7L.
Principio del menor entero
11. Demuestre que, dados a € Z y b € N, b > 0, existe un tnico ¢ € Z y un tnico r € Z,

0<r<btal que a=>bqg+r.

Ayuda: Considere el conjunto S = {n € N:3Jq € Z(n = a —bq)}, y aplique el Principio
del Menor Entero.
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12. Demuestre que, dados dos naturales a,b > 0, existen enteros x,y tales que axr + by =
med(a, b).

Ayuda: Considere el conjunto S = {n € Z* : 3x,y € Z(ax + by =n)}. Sea d el menor
elemento de S, y demuestre que d = mcd(a, b).

13. En un torneo de futbol juegan n equipos, todos contra todos. No se permiten empates. No
hay revanchas.

Demuestre que, si existe un ciclo de la forma “A le gana a B, B le gana a C, C' le gana a
D,..., Z le gana a A” entonces hay un ciclo de largo 3.

6.2. Clausuras

6.2.1. Funciones n-arias

Definicion 29. Sea A un conjunto cualquiera, y sea n € N. Una funcién f: A™ — A es llamada
una operacion n-aria definida en A.
Note que toda operacién n-aria es esencialmente una relacién (n + 1)-aria Ry:

flz1,22,...,2n) =y & (T1,22,...,%n,Y) € Ry.

6.2.2. Conjuntos cerrados

Definicion 30. Sean A un conjunto cualquiera, n € N, y f : A — A una operacién n-aria
definida en A.

Un subconjunto S C A se dice cerrado bajo f si, dados x1,x2,...,x, € S se tiene necesaria-
mente f(x1,%9,...,%,) € S.
Ejemplos.

1. Sean A=7Z,n=1,ysea f:7Z— 7Z dada por f(z) = —x.

= Kl conjunto P de enteros pares es cerrado bajo f.
= El conjunto I de enteros impares es cerrado bajo f.

= Kl conjunto N de los niimeros naturales no es cerrado bajo f.

2. Sean A=Z,n=2,yseag:Zx7Z— Z dada por g(x,y) =z +y.

= El conjunto P de enteros pares es cerrado bajo g.

= El conjunto I de enteros impares no es cerrado bajo g.

6.2.3. Conjuntos cerrados bajo una relacién

Generalicemos las ideas anteriores:

Definicién 31. Si A es un conjunto no vacio, n € N, y R C A"*! es una relacién (n + 1)-aria
cualquiera, entonces un conjunto S C A se dice cerrado bajo R si, dados x1,x3,...,%n, € S,
Tnt1 € A tales que (1,2, ...,%n, Tyy1) € R, se tiene necesariamente x,11 € S.

En particular, note que la nocién anteriormente definida de conjunto cerrado bajo una ope-
racion, es un caso particular del concepto de conjunto cerrado bajo una relacién.
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6.2.4. El menor conjunto que satisface v

Sea U un “conjunto universal” dado, sea 1(.S) una propiedad que tienen algunos subconjuntos
S de U, y sea A CU un conjunto dado, fijo.
Nos interesa encontrar un conjunto C' C U que satisfaga lo siguiente:

1. ACC.
2. Se cumple ¥ (C).
3. Dado cualquier D C U tal que A C D y ¢(D), debe tenerse C C D.

Si existe C' que cumpla estas tres propiedades, diremos que C es el menor subconjunto de U
que contiene a A y satisface 1p. Note que éste es un elemento minimo (en el orden de la inclusién)
entre los conjuntos que contienen a A y satisfacen .

Note que de existir C' que cumpla estas tres propiedades, es tunico.

Ejemplos. Sea U = N, y ¢(S) definida por “S es cerrado bajo adicién”.

= Si A = {3}, entonces el menor conjunto que contiene a A y satisface ¢ (o sea, el menor
conjunto que contiene a A y es cerrado bajo adicién) es el de los multiplos positivos de 3.

= Si A= {4,7}, entonces el menor conjunto que contiene a A y es cerrado bajo adicién es
C=N-{0,1,2,3,5,6,9,10,13,17} .

Esto puede ser interpretado como sigue: si n es cualquier entero positivo excepto 1,2,3,5,6,9,10,13
o 17, entonces es posible franquear una carta por $n usando sélo estampillas de $4 y $7.

6.2.5. Un problema

Dependiendo de cuél sea la propiedad 1, es posible que no exista “el menor conjunto que
contiene a A y satisface 7.

Ejemplo. Sean U =N, A = {0}, y ¢(S) la propiedad “S N {1,2} # 0”.

Entonces no existe un tnico elemento minimal (en el orden de la inclusién) entre los sub-
conjuntos de U que contienen a A y satisfacen 1, y por ende no existe entre ellos un elemento
minimo.

6.2.6. Una definicion alternativa

Teorema. Sea U un “conjunto universal” dado, sea ¥(S) una propiedad que tienen algunos sub-
conjuntos S de U, y sea A CU un conjunto dado, fijo.
Si existe un “menor subconjunto C' de U que contiene a A y satisface 1" entonces

C=(H{SCU:ACSAP(S)}.

Demostracion. Ejercicio.
Este teorema tiene una suerte de reciproco: si

B=(|{SCU:ACSAY(S)}

satisface 1), entonces B es el menor subconjunto buscado.

6.2.7. Propiedades de clausura

Definicion 32. Diremos que una propiedad (S) definida sobre los subconjuntos de un conjunto
dado A es una propiedad de clausura si ¥(S) es de la forma “S es cerrado bajo cada una de
las relaciones Rj, Ro,...,Ry”, donde k es un entero positivo y Ry, Rs, ..., Ry son relaciones
definidas en A.
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6.2.8. Clausura bajo una relacién

Teorema. Sean U un conjunto universal dado, A C U un subconjunto fijo de U, y sea ¥ una
propiedad de clausura que es satisfecha por algunos de los subconjuntos de U.
Entonces existe un menor subconjunto de U que contiene a A y satisface 1.

Demostracion. Ejercicio.
Ayuda: aprovéchese del reciproco del teorema anterior: demuestre que

B=(|{SCU:ACSAp(S)}
satisface 1.
Notacion. Denotaremos la clausura de A bajo las relaciones Ry, Ro, ..., R, por
C(A; Ry, Ry, ..., Ry).

Ejemplos.

La clausura aditiva

La mayoria de los ejemplos de clausuras pueden ser presentados como “clausuras bajo
relaciones”. Por ejemplo:

Sea S C Z. La “clausura aditiva” de S (el menor conjunto cerrado bajo suma que contiene
a S) es la clausura de S bajo la relacién

{(,y,2) €2’ iz +y=2}.
Expresiones aritméticas

El conjunto de todas las expresiones aritméticas que se pueden formar con constantes y
variables en un lenguaje de programacién pueden ser vistas como la clausura del conjunto

{X : X es una constante o variable}
bajo las relaciones:

Ry {(
Ry = {(
Rs : {(&1,&2,&3
Ry {(

El conjunto N

)

El conjunto N puede ser visto como la clausura de {} bajo la relacién “sucesor”:
o={(z,y) :y=aU{z}}.
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6.2.9. Clausura simétrica de una relaciéon

Sea R C A x A una relacién.
Definimos la clausura simétrica de R como

RP=nN{S:RCSCAxANS es simétrica}.

R? es la menor relacién simétrica que contiene a R.
Podemos definir R* como la clausura de R bajo la relacién S C (Ax A)? = (Ax A) x (Ax A)
definida por
S ={((a,b),(b,a)):a,be A}.

Ejercicio. Defina de las dos maneras anteriores la clausura refleja, la clausura transitiva, la
clausura transitiva-refleja, etc., de una relacion.

Ejercicio. Defina de las dos maneras anteriores la menor relacién de equivalencia que contiene a
R.

6.2.10. Otra forma de ver las clausuras
Sean A CU y R C A™!. Definimos:
SO = A7

Siy1 = SiU{yGU:Hxl,...,xneSi(ml,...,a:n,y)eR}
para ¢ > 0.

Teorema. La clausura de A bajo la relacion R es
C(A4;R) = S
i=0

Anélogamente podemos definir
C(A, R17R2, ey Rn)

6.2.11. Capas

Definimos Cy = Sy = A. Para i > 0, definimos C; 1 = S;41 — ;. Como
C(A;R1,Ry,...,R,) = J Ci,
i=0

(donde la unién es disjunta), decimos que los C; son las capas de C(A; Ry, Ro, ..., Ry).

6.3. Induccion Estructural

Cémo demostrar que todos los elementos de C(4; Ry, Ra, ..., R,) satisfacen una cierta pro-
piedad?

Podemos usar una variante de induccién, que esencialmente se reduce a hacer induccién sobre
los S; (o sobre los C;).

Vimos que los niimeros naturales son la clausura del conjunto {@} bajo la funcién sucesor.

Esto nos da la idea de presentar el principio de induccién en términos de las capas de la
construccién de clausura de los naturales, y de adaptar esto a otros objetos definidos como
clausuras.

Asi, podemos formular el siguiente “Principio de induccién estructural”:
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Sea U un conjunto construido como
U=C(A;R1,Ra,...,Ry),

donde A es un conjunto base, y las relaciones R; son relaciones en A, con “ariedades”
n; + 1 respectivamente.
Si P(x) es un predicado que:

1. es verdadero para todo x € A, y

2. cada vez que es verdadero para xi,%s,...,Tn, € U, es verdadero para todo
y € U tal que (x1,Za,...,%n,;,Yy) € Ry;

entonces P(x) es verdadero para todo = € U.

Ejercicio. Demuestre este principio de induccién a partir del principio de induccién simple.

6.3.1. Ejemplo: 16gica proposicional

Consideremos el lenguaje de todas las formulas de la légica proposicional.

Este lenguaje puede ser considerado como la clausura del conjunto de proposiciones atémicas
bajo las funciones ¢, pa, Yv, ¥—, Y, donde p_(P) = (=P), y —para cada conectivo binario
*— se tiene ¢, (P, Q) = (P * Q).

., Cémo aprovechar esta definiciéon para demostrar propiedades de las proposiciones logicas?
Ejemplo. Demuestre que toda proposicién légica tiene la misma cantidad de paréntesis izquierdos
que derechos.

6.3.2. Conjuntos completos de conectivos

Dado un conjunto C de conectivos, decimos que éste es completo si para toda proposicién ¢
existe una proposicién ¢’ < ¢, y que contiene sélo conectivos de C.

Ejemplo. El conjunto {—, A, V} es completo

Demostracion. Sea Fy el conjunto de férmulas proposicionales atémicas, y sea & = FoU{(,), 7, A, V, =, >, ...

el conjunto de todos los simbolos que pueden aparecer en una férmula proposicional (podriamos
considerar otros conectivos binarios).

Sea E_, : ¥* — ¥* dada por E_(¢) = (—¢), y para cada conectivo binario x € {A,V, —, <>, ... },
sea F, : ¥* x ¥* = ¥* dada por E,(p, ) = (px ).

Sea F = C(Fy; E-,En,Ev,E_,,E,,...) el conjunto de todas las férmulas proposicionales
que se pueden formar con conectivos tomados de {—, A, V, =, >, ... }.

Definiremos ahora el conjunto F’ de todas las férmulas proposicionales que se pueden formar
con conectivos tomados de {—, A, V}.

Formalmente,

]:/ = C(F();E—\,E/\,E\/).

Probaremos por induccién estructural que, para toda férmula proposicional ¢ € F, se cumple
el siguiente predicado:

P(p) : existe una férmula proposicional ¢’ € F' tal que ¢’ < .

Base: si ¢ € F, (o sea, si ¢ es atémica), entonces claramente, tomando ¢’ = ¢ se tiene
o € F y¢ & . Osea, P(p)se cumple para ¢ € Fp.

Paso inductivo

Supongamos que se tienen dos férmulas @1,y € F tales que se cumple P(p1) v P(p2).
Debemos demostrar que se cumple P((—p1)), P((¢1Ap2)), P((p1Ve2)), P((v1 = ¢2)), P((p1

©2)), etc.
En efecto: probaremos que se cumple P(y), en cada uno de los siguientes casos:
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© = (—p1): por HI, existe ¢} € F' tal que ¢} < ¢;. Asi,
¢ = (=) & (mp1) = .

» = (p1 Awa): por HI existen ¢, s € F' tales que ¢} < ¢1, ph < pa. Asi,
¢ = (PLAgh) & (1 Apa) = .

© = (¢1 V2): por HI existen ), ¢, € F' tales que ¢} < 1, ¢h < pa. Asi,
¢ = (1 Vey) & (p1Vp2) =

© = (1 = p2): por HI, existen ¢, ph € F’ tales que ¢} < ¢1, ph < @a. Asi,

= (1 V@) & (P = ¢h) & (o1 = 2) = @,
y asi para cada conectivo binario.

Ejercicio. Complete la demostracion con cada uno de los posibles conectivos binarios faltantes.

6.3.3. Otro conjunto completo

Demostraremos que {—, A} es un conjunto completo.
Para ello, definiremos el conjunto F” como el conjunto de todas las férmulas proposicionales
que se pueden formar con conectivos tomados de {—, A}.
Formalmente,
]:N = C(FQ; Eﬁ, E/\).
Probaremos por induccién estructural que, para toda férmula proposicional ¢ € F', se
cumple el siguiente predicado:

P(y) : existe una férmula proposicional ¢” € F” tal que " < ¢’

Pregunta: jPor qué basta probar P(¢’) para todo ¢’ € F'? (probar P(y) para todo ¢ € F
serfa més trabajo).

Demostracién de que {—, A} es completo

Base: si ¢’ € Fy (o0 sea, si ¢’ es atémica), entonces claramente, tomando ¢ = ¢’ se tiene
e F"y ¢ < ¢ O sea, P(¢') se cumple para ¢ € Fy.

Paso inductivo: Supongamos que se tienen dos férmulas ¢}, ¢4 € F' tales que se cumple
P(¢}) v P(¢h). Debemos demostrar que se cumple P((—¢])), P((¢] A b)) v P((¢} V ¢h)).

En efecto: probaremos que se cumple P(¢’), en cada uno de los siguientes casos:

/

¢ = (—p)): por HI, existe pf € F” tal que ¢f < ). Asi,
¢" = (1) & (her) = ¢
o = (@] Ngh): por HI existen oY, ¢4 € F" tales que ¢ < ¢}, ¢ < oh. Asi,
¢ = (1 Np) & (p1 Aph) = ¢
¢ = (o] Vh): por HI existen ¢f, oy € F” tales que ¢ < ¢}, ¢ < ¢h. Asi,
o = (2((~e1) A (75))) & (P V p5) & (91 V) = .

Ejercicios.
1. Demuestre que {—, A} es un conjunto completo de conectivos.

. Demuestre que {—,V} es un conjunto completo de conectivos.

2
3. Demuestre que {—, —} es un conjunto completo de conectivos.
4

. Demuestre que {/\, V, —>} no es un conjunto de conectivos.
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6.3.4. Conjuntos no completos

Cémo demostrar que un conjunto de conectivos no es completo? Una posibilidad es probar
que todas las proposiciones que se pueden formar con ese conjunto satisfacen alguna propiedad
comun, pero que existen proposiciones que no la satisfacen.

Ilustraremos esto con un ejemplo.

Ejemplo. El conjunto {A,V,—, <} no es completo.

Para demostrar esto, definiremos el conjunto H como el conjunto de todas las férmulas
proposicionales que se pueden formar con conectivos tomados de {A,V,—, <}, y probaremos
que toda férmula de H se hace verdadera en la asignacion de verdad que hace verdaderas a todas
las proposiciones atémicas.

Formalmente,

H=C(Fy;Enr,Ey,E_,E,),

y definimos o como la asignacién de verdad que hace verdaderas a todas las férmulas atomicas.
Es posible probar por induccién estructural que, para toda férmula proposicional ¢ € H, se
cumple el siguiente predicado:

P(g) 1 o0(p) = L.

También es posible probar que existe una férmula i) € F que no satisface P(¢)). Asi, ninguna
formula ¢ € H es equivalente a .

Ejercicio. Complete la demostracion.

Ejercicio. Demuestre que el conjunto de conectivos {—, @} no es completo (el conectivo @ es “o
excluyente”).

6.3.5. [Ejercicios

1. Considere el conjunto P de proposiciones definido como

C({X : X es proposicién atémica}l; f1, fa, f3, fa, f5)

donde
filz) = (-=),
folzy) = (zAy),
fs(@,y) = (zVy),
f4(x7y) = ($—>y),
fs(z,y) = (zey)

Sea ¢ una asignacién de verdad, vale decir, una funcién
o :{X : X es proposicién atémica} — {0,1}.

Muestre cémo definir recursivamente una funcién & : P — {0,1} que extienda la idea de
asignacion de verdad a proposiciones arbitrarias.

2. Para cada P € P definimos:

nimero de proposiciones atémicas en P,

S

3

ntmero de veces que el conectivo — aparece en P,
numero de otros conectivos en P,

nimero de ( en P,

/-\A/Q\/—\/-\
I3

Y

ntimero de ) en P.
Demuestre que para toda proposicién P € P se cumple que:
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10.

Demuestre que el conjunto de conectivos {—, —} es completo.

Definimos el conectivo | (conocido como la raya de Sheffer, y que en computacién también
es llamado nand) por la equivalencia p | ¢ < —(p A ¢q). Demuestre que el conjunto de
conectivos {|} es completo.

Definimos el conectivo | (ni) por la equivalencia p | ¢ < (—p A —¢q). Demuestre que el
conjunto de conectivos {}} es completo.
Demuestre que el conjunto de conectivos {A, V} no es completo.

Indicacién: Defina adecuadamente el conjunto de férmulas que sélo usan conectivos de
{A, V}, vy demuestre que toda férmula P de dicho conjunto satisface (P) = 1 donde 7 es la
extension de la asignacién de verdad que a toda férmula atémica le asigna 1 (ver ejercicio
1 para la definicién de 7).

Definimos el conectivo @ (6 excluyente) por la equivalencia p @ ¢ < (p <> —q). Demuestre
que el conjunto de conectivos {®, —} es completo.
Demuestre que el conjunto de conectivos {69, ) —\} no es completo.

Indicacion: Defina adecuadamente el conjunto de férmulas que sélo usan conectivos de
{®,+, -}, y demuestre que, dada cualquier férmula P de dicho conjunto que contenga
al menos dos proposiciones atémicas distintas, la cantidad de asignaciones de verdad que
satisfacen a P es par.

Deduzca del ejercicio anterior que ninguno de los siguientes conjuntos de conectivos es
completo:

a) {®}.
b) {®,+}.
c) {+,}.

(Es el conjunto de conectivos {®, A, V} completo? Justifique su respuesta.
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Capitulo 7

Correccion de programas

Dado un programa o algoritmo P, nos interesa probar que éste es correcto, es decir, que
satisface ciertas especificaciones.

En particular, nos interesa probar que, si se satisfacen ciertas precondiciones (proposiciones
que involucran algunas variables del programa) entonces el programa termina y se satisfacen
ciertas postcondiciones.

Estudiamos dos tipos de demostracion de correccién de programas: programas iterativos y
programas recursivos.

7.1. Correccién de programas iterativos

Supongamos que queremos demostrar que un programa no recursivo (o sea, uno en que no
hay llamadas recursivas de un algoritmo a s{ mismo) es correcto. La tnica dificultad proviene de
la posibilidad de que el programa contenga loops (iteraciones), por lo que nos centramos en este
caso.

Generalmente, dividimos la demostracién de que un programa iterativo es correcto en dos
tareas independientes, que llamamos correccion parcial y terminacion:

Correccién Parcial: si el programa termina, entonces se satisfacen las postcondiciones.
Terminacion: el programa se detiene.

Para demostrar que un algoritmo iterativo es parcialmente correcto, generalmente se demues-
tra que una cierta condicién (el llamado invariante del loop o invariante de los loops) se cumple
siempre en los distintos momentos en que la ejecucién del algoritmo se encuentra en un mismo
punto del loop (generalmente al principio o al final, pero no necesariamente).

Para ello, para cada variable v que aparece en el algoritmo, denotamos por v; al valor de dicha
variable en el momento en que se alcanza el punto designado en el loop durante (o después de)
la iteracién i-ésima, y en el invariante del loop enunciamos relaciones entre los distintos valores
de las variables en dicho punto.

Al lema que afirma que esta condicién efectivamente es un invariante para todo nimero
de iteraciones, la llamamos el lema del invariante, y como consecuencia de éste deducimos la
correccién parcial.

Para demostrar terminacién de un algoritmo iterativo, generalmente consideramos una ex-
presion entera E cuyo valor va cambiando con cada iteraciéon del algoritmo. Llamando FE; al
valor de E tras i iteraciones del algoritmo, si logramos demostrar que F;11 < F; para todo ¢ (o
sea, que E decrece estrictamente con cada iteracién, y que existe k € Z tal que Vi € N(E; > k)
(o sea, que {E; : i € N} es un conjunto acotado inferiormente) entonces podremos concluir que
efectivamente el algoritmo debe terminar.

63



7.1. CORRECCION DE PROGRAMAS ITBRATUVQS7. CORRECCION DE PROGRAMAS

7.1.1. Ejemplo: mezcla de dos archivos

Consideremos el siguiente algoritmo, que toma dos archivos f; y f2, ordenados crecientemente,
y produce un nuevo archivo f que contiene todos los elementos de fi y f2, en orden.

Algorithm 1 MEZCLA(f1, f2, f)
while —eof(f1) A —eof(f2) do
if primer elemento de f; < primer elemento de fs then
copiar el primer elemento de f; al final de f, eliminar el primer elemento de f;
else
copiar el primer elemento de f; al final de f, eliminar el primer elemento de fs
end if
end while
while —eof(f1) do
Copiar el primer elemento de f; al final de f, eliminar el primer elemento de f;
end while
: while —eof(f2) do
Copiar el primer elemento de f5 al final de f, eliminar el primer elemento de fo
end while

_ = = e
Wy e

Demostraremos primero que el algoritmo de mezcla es parcialmente correcto respecto al
siguiente par de condiciones:

Precondicién: f; y fo estdn ordenados crecientemente, y f =0
Postcondicién: f contiene los mismos elementos que originalmente conteni an f; y fa, orde-
nados crecientemente

Una vez demostrada la correccién parcial, probaremos que el algoritmo efectivamente termina.

Demostracion de la correccion parcial

Para cada i > 0, sean f;, f1, y f2, los conjuntos de valores presentes en los distintos archivos
tras haberse producido en total ¢ iteraciones de los distintos loops.

Para demostrar que este algoritmo es parcialmente correcto respecto a este par de condiciones,
demostramos que, después de ¢ iteraciones:

» fiUf1, U fo, = f1, U fo,
= f; estd ordenado en orden creciente, y
= dados z € f; ey € f1, U fa,, se tiene x < y.
Mas formalmente: demostramos el siguiente lema:
Lema. Para todo i € N, si en total los loops se ejecutan al menos i veces, entonces

(fiUf1,U fa, = f1,U fo,) A(fi estd ordenado en orden creciente) AVx € fi,y € f1,U fo,(x < y).
1

(7.1)

La condicién (7.1) es nuestro “invariante de los loops”. Note que tenemos un solo invariante
para los tres loops.

Demostracion del lema del invariante. Hacemos esta demostracién por induccién sobre i:
Base: que el invariante es verdadero para ¢ = 0 es claro.
Supongamos que el invariante se cumple para ¢ = n, y tratemos de demostralo para i = n+1.
Si no hay una iteracién n + 1, el resultado es obvio, por lo que supondremos que si la hay. Hay
cuatro casos:
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= Si fi, y f2, son no vacios, entonces se debe realizar una iteracién méas del primer loop. Sea
2 el menor entre los primeros elementos de fi, y fa,.

Si z es el primer elemento de fi,, entonces fiy1 = fi U{x}, f1,,, = f1, — {z}, fop, = fou,
por lo que fi+1 U f1i+1 U f21‘+1 = fl U fli U f2i = flo U f20'

Por la tercera parte de la hipotesis de induccién, todos los elementos de f; son < x, y como
fi estd ordenado en forma ascendente y x es agregado al final de f;para obtener f;11, se
tiene que f;;+1 estd ordenado en forma creciente.

Finalmente, todo elemento de f; es < que todo elemento de fi, U fo, (y por lo tanto, que
todo elemento de f1,,, U fa,,,). Como el tinico otro elemento de f;y1 es z, y  es el menor
elemento de f1,U fa,, se tiene que todos los elementos de f; 11 son < que todos los elementos
de f1, U fa, (v por lo tanto, que todo elemento de fi,,, U fa,,,).

= Si f1, es no vacio, pero fa, lo es, la demostracién es similar a la anterior.

Ejercicio. Complete los detalles.

= Si fo, es no vacio, pero fi, lo es, la demostracién es idéntica a la anterior, cambiando 1
por 2.

Debido al Lema del invariante, si el algoritmo termina después de k iteraciones, al terminar
se tiene fi U f1, U fa, = f1, U fa,-

Como f1, = fo, = 0 (debido a las condiciones de término de los loops), se tiene fr, = f1,U fa,.

Por la segunda parte del lema del invariante, f; estda ordenado.

Esto concluye la demostracion de la correcciéon parcial.

Terminacién

. Cla-

Para demostrar que el algoritmo termina, consideramos la expresién E; = |f1,| + | fa,

ramente, ésta es siempre > 0.

Ademas, esta expresién es estrictamente decreciente: como en cada iteraciéon uno de los ar-
chivos pierde un elemento, F;;1 < E;.

Asi, cada uno de los loops debe terminar en algiin momento.

7.1.2. Otro ejemplo: biisqueda binaria

Consideremos un tipo de dato T' con un orden total < (por ejemplo, si el tipo de dato es
“string”, = podria ser orden lexicogréfico).

Queremos escribir un programa que tome como argumentos un arreglo A (cuyos elementos
son de tipo T') y un elemento z de tipo T, de modo que, cada vez que se cumpla la siguiente
precondicidn, termine satisfaciendo la postcondicion indicada:

Precondicién: El arreglo A[l..n] estd ordenado, o sea, Ali] =< A[i + 1] para todo i €
{1,...,n—1}.

Postcondicién: El valor retornado por el programa es algun ¢ € N tal que: o bien 1 <t <
n A Aft] = x (si existe al menos un t que satisfaga esta condicién), o bien ¢t = 0 (si no hay tal t).

Probaremos que el siguiente programa es correcto respecto a este par de pre- y post-condicién.
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Algorithm 2 BINSEARCH(A, n, )
1. f+1
2: [ n
3: while f # 1 do
4 m |
5. if A[m] > z then
6
7
8
9

l+m
else
fem+1
. end if
10: end while
11: if A[f] = z then
12:  return f
13: else
14: return 0O
15: end if

Demostracion de la correccién de BINSEARCH

Demostramos:

1. Correccién parcial: si A es un arreglo ordenado de largon > 1, entonces si BINSEARCH(A, n, x)
termina, retorna un entero t tal que 1 < ¢t < n y A[t] = x si un tal ¢ existe; si no,
BINSEARCH(A, n, z) retorna 0.

2. Terminacién: si A es un arreglo ordenado de largo n > 1, entonces BINSEARCH(A, n, x)
termina.

Correccién parcial

Demostraremos que, si las precondiciones se cumplen antes de que el programa comience,
entonces al final de cada iteracién se cumple lo siguiente:

1< f<i<n,ysize{A[l],...,A[n]} entonces z € {A[f],..., A[l]}.

Previamente, necesitamos el siguiente lema:

Lema. Dados dos enteros f,l tales que f <, se tiene

Demostracion. Sil — f es par, digamos [ — f = 2t > 0, entonces
[%J = [H%J =f+t]=f+t
Como f < f+4+1t < f+ 2t =1, se obtiene el resulrado deseado.
Sil— f es impar, digamos | — f = 2t + 1, entonces
|| = |F+ 5 =L +tl =1+

con la misma conclusion. O

Note que este lema no es nuestro lema del invariante.

Lema. Invariante del loop:

Para cada variable v del programa y cada © € N, sea v; el valor de v después de i iteraciones
del loop WHILE.

Sea P(i) el siguiente predicado:
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P(i): si el loop tiene (al menos) i iteraciones, entonces:
L1<fi<li<n,y
2. sixz € {A[l],..., A[n]}, entonces x € {A[fi], ..., All:]}

P(n) es verdadera para todo n € N.

Demostracion. La haremos por induccién en n.

Base: i = 0. Tenemos fo = 1, l[p = n. La primera parte de P(0) es verdadera gracias a que
n > 1 (precondicién).

La segunda parte de P(0) es trivialmente verdadera.

Paso inductivo:

Supongamos que, tras j iteraciones del loop se tiene P(j), o sea,

L1<f;<lj<nmn,y
2. siz e {A[1],..., Aln]}, entonces x € {A[f;],..., All;]}

Si el programa termina tras j iteraciones, entonces P(j + 1) es trivialmente cierto.
Supongamos que el loop tiene al menos j + 1 iteraciones. Entonces (por la condicién de
término del loop) f; < ; y por lo tanto (gracias al Lema)

fi <mje <lj.

Debido al programa, debe tenerse fj+1 = f; y lj41 = mjq1, o bien fjp1 =mipi +1y i =1;.
En cualquiera de los dos casos, junto con la primera parte de la HI tenemos 1 < fj1 <41 < n.
Esta es la primera parte de P(j + 1).

Supongamos ahora que x € {A[1],..., A[n]}. Por la primera parte de P(j), € {A[f;], ..., A[;]}.
Debemos probar que z € {A[fj11],..., Allj+1]}

Hay tres casos:

» A[mji1] = x. En este caso, por el programa, fj11 = f; ¥ lj41 = mj41, y asi, obviamente
S {A[fj+]_]7 . ,A[ljJrl]}.

» Almjq1] > . En este caso, ya que A estd ordenado, A[t] > z para todo t tal que mj;4q <

t <. Ya que x estd en {A[f;],..., A[l;]} pero no en {A[m;i1],..., A[l,;]}, debe tenerse
z € {Alf;],..., Alm;q1]}. Como (por el programa) fj41 = f; v lj+1 = mjy1, se tiene
x € {A[fj+1],.. ., A[lj+1]}, que es lo que querfamos.

» Amjy1] < z. Ya que A estd ordenado, Aft] < x para todo t tal que f; < t < mjyq.
Ya que z estd en {A[f;],..., A[l;]} pero no en {A[fj],..., Alm;41]}, debe tenerse x €
{Almj41 +1],..., A[l;]}. Como (por el programa) fji1 = mjy1+ 1y ljp1 =1, se tiene
x € {A[fj+1],- .., Allj41]}, que es lo que querfamos.

O

Hemos probado el lema del invariante del loop.

Conclusion:

Nos falta probar que si se cumplen las precondiciones y el programa termina, entonces al
terminar se cumple la postcondicién.

Supongamos que el programa termina. Asi, el loop se ejecuta una cantidad finita de veces,
digamos k. Por la condicién de término del loop, fr = lx. Por el lema del invariante del loop,
1< fi <.

Hay dos casos:

1. Hay algin ¢ tal que 1 <t < n tal que A[t] = x. Por lo tanto x € {A[1],..., A[n]}, y por la
primera parte de P(k), © € {A[fx],-.., A[lk]}, o sea, x = A[fx]. Pero el valor retornado es
precisamente fr, que es lo que requiere la postcondicién en este caso.
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2. Para todo ¢ tal que 1 <t < n, se tiene A[t] # z. Por la primera parte de P(k), 1 < fr <mn,
y por lo tanto A[fx] # x. Asi, el programa retorna 0, que es lo que requiere la postcondicién
en este caso.

Terminacién

En general, para demostrar que un loop termina, buscamos una expresion entera F en térmi-
nos de las variables del programa, que no es nunca negativa y que decrece en cada iteracion.

Por ejemplo, para demostrar que BINSEARCH(A,n,z) termina, consideramos F = [ — f.
Claramente:

= F; =1; — f; >0, gracias al lema del invariante del loop, y

L] j+1 < Ej, Ya que o bien Ej+1 = ’ij;lj—‘ *fj < lj*fj, o bien Ej+1 = lj*(lr%—‘ + 1) <

lj = f5)-
Note que, en el fondo, estamos usando el Principio del Buen Orden: el conjunto S =
{Eo, E1, Es,...} es un subconjunto no vacio de los naturales, y por lo tanto tiene un “primer

elemento” Ej. Como FE; decrece estrictamente en cada pasada, el loop se ejecuta exactamente k
veces (si no, existiria E41 < Fj lo que seria una contradiccion).

7.2. Correccién de programas recursivos

Hemos aprendido a demostrar que un programa basado en un loop es correcto.
;,Qué hacer para demostrar que un programa recursivo es correcto?

Ejemplo: Mergesort

Considere el algoritmo RECMERGESORT que se presenta a continuacién.
RECMERGESORT ordena los elementos del arreglo A entre las posiciones 1 y n. Para esto
llama al algoritmo recursivo AUXRECMERGESORT, que ordena el arreglo entre los valores A[f]

y All].

Algorithm 3 RECMERGESORT(A, f,1)
AUXRECMERGESORT(A, f,1)

1: if f <[ then

22 m+ | L
3:  AuxRecMergeSort(A, f,m)
4:  AuxRecMergeSort(A4, m + 1,1)
5
6:

Mezclar(A[f...m], Alm +1...0, A[f...1])
end if

RECMERGESORT(A,n)
1: return AUXRECMERGESORT(A4, 1,n)

Correccién del algoritmo
Para demostrar que RECMERGESORT correctamente ordena A entre los indices 1 y n, de-
mostramos que para todo k € N se satisface la siguiente afirmacién:

P(k): sil— f=k entonces AuxRecMergeSort(A, f,1)

ordena correctamente A[f]... A[l].
Demostracion. La demostracién de que Vk € N(P(k)) es por induccién sobre k (segundo princi-

pio).
Nuestra hipétesis de de induccién es que Vi € N(0 <t < k — P(t)).
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En efecto:

Base: si k = 0 entonces {A[f]...A[l]} tiene un solo elemento, y como el algoritmo no hace
nada en este caso, deja dicha porcién del arreglo ordenado.

Paso inductivo

Sea k > 0. Entonces t =m — f = {%J —myt =f—(m+1) son tales que 0 < ¢, <k,
por lo que (HI) tanto AUXRECMERGESORT(A, f,m) como AUXRECMERGESORT(A,m + 1, f)
correctamente ordenan los sub-arreglos A[f]... A[m]y Alm+1]... A[l].

Asi, AUXRECMERGESORT(A, f,m), al realizar las dos llamadas recursivas, deja ordenados
los sub-arreglos A[f]...A[m] y Alm + 1]... A[l], e inmediatamente después llama a Mezclar
con pardmetros adecuados para dejar ordenada la porcién de arreglo A[f]... A[l] (recuerde que
demostramos que Mezclar correctamente mezcla dos archivos ordenados generando uno nuevo;
es trivial adaptar dicho algoritmo, y dicha demostracién, al caso en que se tienen arreglos en
lugar de archivos).

O

Ejemplo: Version recursiva de bisqueda binaria

El siguiente algoritmo es una versién recursiva del algoritmo de bisqueda binaria visto en
la secciéon anterior. De manera similar al ejemplo anterior, el algoritmo principal llama a un
algoritmo auxiliar que hace el trabajo.

Algorithm 4 BINSEARCH(A, n, x)
AUXRECBINSEARCH(A, f,[, )
if f =1 then

if A[f] =« then

return f

end if

return 0
end if
m e | L
if A[m] > x then

return AUXRECBINSEARCH(A, f,m,x)
10: else
11:  return AUXRECBINSEARCH(A,m + 1,1, x)
12: end if
RECBINSEARCH(A, n, x)

1: return AUXRECBINSEARCH(A,1,n,x)

Demostracién de la correccion de RECBINSEARCH
Demostramos que, para todo ¢ € N, se cumple:

P(i) : Si A satisface la precondicién y | — f = i entonces
AUXRECBINSEARCH(A, f, [, z) termina y retorna algin ¢ tal
que f <t <ly Aft] =z (si existe tal t) o 0, en caso contrario.

Esto lo demostraremos por induccién en ¢, usando PICV.
Sea n € N. Supongamos que se cumple P(k) para todo k € N, k < n.
Hay dos casos:

Base: Sin=1[0— f =0, entonces | = f y el algoritmo termina. Si A[f] = x entonces existe el ¢
buscado (t = f) y el algoritmo retorna f; si A[f] # x entonces no existe el ¢ buscado y el

algoritmo retorna 0.
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Paso inductivo: Sin =1 — f > 0 entonces el algoritmo no termina en el primer if, y debe
realizar una llamada recursiva.

Si A[m] > = entonces hay dos subcasos:

= Si A[m] = z entonces claramente hay un t entre f y m tal que A[t] = z (a saber,

=m); como k =m — f <l — f =mn se cumple P(k), y por lo tanto la llamada

recursiva AUXRECBINSEARCH(A, f, m, z) retornard un ¢ como el buscado (aunque no
necesariamente t = m).

= Si A[m] > z entonces todo A[t] con m <t <les >z, y por lo tanto, si existe ¢ tal que
f <t <ly A[t] = x, entonces debe tenerse f < ¢ < m. Por lo tanto, si existe dicho
t, es retornado por AUXRECBINSEARCH(A, f,m,z); y si no existe dicho ¢ entonces
esta llamada recursiva retorna 0. En cualquier caso, AUXRECBINSEARCH(A, f, [, x)
retorna lo que debe para cumplir la postcondicién.

Supongamos ahora que A[m] < z. Entonces (como A estd ordenado) todos los Aft] con f <
t < m son < x. Por lo tanto, si existe ¢ tal que f <t <1y A[t] = z, entonces debe tenerse
m < t < [. Por lo tanto, si existe dicho ¢, es retornado por AUXRECBINSEARCH(A, m +
1,1,x); y si no existe dicho ¢ entonces esta llamada recursiva retorna 0. En cualquier caso,
AUXRECBINSEARCH(A, f, [, z) retorna lo que debe para cumplir la postcondicién.

Conclusién

(Hemos demostrado que la versién recursiva de BinSearch es correcta? En realidad, falta
demostrar que tras la llamada original AUXRECBINSEARCH(A, 1, n,x) se satisface la postcondi-
cién.

Pero esto es consecuencia de la propiedad demostrada, ya que es equivalente a P(n — 1).
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Capitulo 8

Grafos

8.1. Motivacion: los puentes de Konigsberg

La Teoria de Grafos nacié el ano 1736, en la ciudad de Konigsberg (hoy Khaliningrado). La
ciudad era atravesada por el rio Pregel, el que daba lugar a dos islas, conectadas entre ellas —y
con las orillas— por siete puentes.

KONINGSHBERGA

IRl e 1 AR

Los habitantes de Konigsberg se preguntaban si era posible recorrer todos los puentes de la
ciudad, sin repetir ninguno.
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En 1736, Leonhardt Euler resolvié este problema, considerando la siguiente versién simplificada de éste:

=

O, incluso mas simple atun:

C

Al resolver este problema, Fuler dio origen a la Teoria de Grafos. Antes de entrar a estudiar
en detalle éste y otros problemas, definiremos algunos conceptos bésicos del area.

8.2. Definiciones basicas

Definicion 33. Un grafo G es un par (V,E) donde V es un conjunto (cuyos elementos son
llamados vértices) y E es otro conjunto (o multiconjunto), cuyos elementos son llamados aristas,
y donde cada arista es i de la forma e = {z,y} con z,y € V.

Sie={z,y} con z =y (o sea, si e = {x}) diremos que e es un lazo o rizo (en inglés, loop?).

Los elementos de una arista e son llamados sus eztremos. Una arista se dice incidente en sus
extremos.

Generalmente un grafo es dibujado en forma tal que cada vértice queda representado por un
punto en el plano, y cada arista por una curva que une los representantes de sus extremos.

8.2.1. Multigrafos, grafos simples

Si consideramos un grafo G = (V, E) tal que E es un multiconjunto (o sea, puede tener
elementos repetidos), diremos que G es un multigrafo. Las aristas que tienen los mismos extremos
son llamadas aristas maltiples.

1En general, despueés de dar el nombre de un concepto, trataremos de dar el nombre equivalente en inglés, a
menos que éste sea obvio.

®© Luis Dissett. 72 P.U.C. Chile, 2006



CAPITULO 8. GRAFOS 8.3. ADYACENCIA, GRADOS, VERTICES AISLADOS

Si G = (V, E) no tiene lazos ni aristas multiples, diremos que es un grafo simple.

En un grafo simple, si los extremos de una arista e son « y v, anotamos e = uv (0 e = vu,).

Desde ahora, supondremos que todos los grafos son simples, a menos que especifiquemos lo
contrario.

8.2.2. El grafo nulo y los grafos triviales

El grafo G = (0, 0) es llamado el grafo nulo.

Comentario. Desde ahora, todos mencién a un grafo supondra implicitamente la condicién de
que dicho grafo no es nulo.

Un grafo no nulo G se dice trivial si no tiene aristas, es decir, si G = (V,(}), con V # {.

8.2.3. Grafos finitos

Definicion 34. Un grafo G se dice finito si tanto V(G) como E(G) son finitos.

Convencién: en este curso todos los grafos son finitos, salvo que explicitamente se indique
lo contrario.

8.3. Adyacencia, grados, vértices aislados

Definicion 35. Dos vértices u y v de un grafo son adyacentes (o cada uno es vecino del otro) sii
ambos son extremos de una misma arista.

En este caso escribimos u <> v.

La cantidad de aristas incidentes a un vértice v es llamada el grado de v, y lo denotamos
grado(v).

Nota: los lazos de la forma {v} son contados como dos aristas al calcular grado(v).x

Teorema. En todo grafo,

> grado(v) = 2|E|.

veV

Teorema. En todo grafo, la cantidad de vértices de grado impar es par.

Definicion 36. Un vértice que no tiene vecinos se dice aislado. Asi, por ejemplo, un grafo es
trivial si y sélo si todos sus vértices son aislados.

8.3.1. Matrices de adyacencia e incidencia

Definicion 37. Sea G = (V, E) un grafo sin lazos?, y sean V = {vy,...,v,}, E = {e1,...,em}
sus conjuntos de vértices y aristas.

La matriz de adyacencia de G es la matriz de n x n A(G) donde a;; es el nimero de aristas
que tienen a v; y a v; por extremos.

La matriz de incidencia de G es la matriz de n x m M(G) donde m;; es 1 si v; es un extremo
de e;, 0 si no.

Tipicamente, en un programa un grafo es representado en memoria usando o su matriz de
adyacencia o un arreglo de listas de adyacencia (donde cada vértice tiene una lista ligada con
cada uno de los vértices vecinos).

En general, las matrices de incidencia no son usadas computacionalmente, pero sirven como
ayuda conceptual.

2Pero posiblemente con aristas multiples.
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8.3.2. Complemento de un grafo. Cliques y conjuntos independientes.

» Dado un grafo simple G = (V, E), su complemento es el grafo G = (V, E’) donde uv € E’
sit uwv ¢ E.

» Un cliqgue® en un grafo es un conjunto de vértices mutuamente adyacentes.

= Un conjunto independiente (o conjunto estable) en un grafo es un conjunto de vértices
mutuamente no adyacentes.

Note que U C V es un conjunto independiente en G si y sélo si U es un clique en G.

8.4. Subgrafos, subgrafos inducidos
Definicion 38.
= Un subgrafo de un grafo G = (V, E) es un grafo H = (V',E') talque V' CV y E' C E.
Si H es un subgrafo de G, decimos que “G contiene a H”, y anotamos H C G.

= Si H = (V',E’) es un subgrafo de G = (V, F) tal que Vx,y € V'({z,y} € F' < {z,y} € E)
(o sea, si H tiene todas las aristas que se forman en G con vértices de V') entonces se dice
que H es el subgrafo de G inducido por V.

8.5. Grafos conexos
Definicion 39.

= Un grafo es conezo si cada par de vértices en GG pertenece a un camino en G. Si G no es
conexo se dice disconezo.

= Una componente conexa de G = (V, E) es un subconjunto X de V tal que:

e ¢l subgrafo de G inducido por X es conexo, y

e si X’ CVestal que X g X' entonces el subgrafo de G inducido por X’ no es conexo.

O sea, una componente conexa de G es el conjunto de vértices de algin subgrafo conexo
mazimal de G.

8.6. Propiedades estructurales, isomorfismo

Las matrices de incidencia y adyacencia definidas anteriormente dependen del orden en que
tomemos los vértices y las aristas; en otras palabras, dependen de los nombres que les demos a
los vértices y aristas.

Nos interesa estudiar las propiedades estructurales de los grafos, i.e., aquellas que no cam-
bian si cambiamos los nombres de sus vértices y sus aristas. El concepto central aqui es el de
isomorfismo.

Definicion 40. Un isomorfismo entre dos grafos simples G = (V,E) y H = (V',E’) es una
biyeccién f: V — V' tal que uv € E « f(u)f(v) € E'.

Si existe un isomorfismo entre G y H decimos que ellos son isomorfos (lo que escribimos
G~ H).

Definicion 41. Un isomorfismo entre un grafo simple y si mismo es llamado un automorfismo.

3Posibles traducciones al castellano serfan “banda” o “pandilla’.
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{Coémo chequear isomorfismo?

Para mostrar isomorfismo entre dos grafos, generalmente es necesario dar explicitamente la
biyeccién que preserva incidencia.

Par mostrar que dos grafos no son isomorfos, a veces es posible mostrar una propiedad
estructural no compartida entre los dos grafos (jo entre sus complementos!).

8.6.1. Clases de isomorfismo

Teorema. La relacion de isomorfismo (entre los grafos simples) es una relacion de equivalencia.

Las clases de equivalencia determinadas por la relacién de isomorfismo son llamadas clases
de isomorfismo.

Informalmente, las clases de isomorfismo corresponden a la idea de grafos con vértices “andni-
mos”. Cuando se dibuja un miembro particular de la clase de isomorfismo (para enfatizar algin
aspecto estructural), simplemente se est4 eligiendo un representante méas conveniente de la clase,
pero todavia se estd discutendo el mismo “grafo con vértices anénimos”.

Caminos y ciclos

Definicion 42.

Un camino (path) es un grafo simple, cuyos vértices pueden ser ordenados de modo que dos
vértices son adyacentes sii son consecutivos en la lista.

Para cada n > 2, el tinico camino?® con n vértices es denominado P,,.

Definicion 43. Un ciclo es un grafo con el mismo nimero de aristas que de vértices, cuyos
vértices pueden ser puestos alrededor de un ci rculo de modo que dos vértices son adyacentes sii
son aparecen consecutivamente a lo largo del circulo.

Para cada n > 3, el tnico ciclo® con n vértices es denominado C,,.

8.6.2. Algunas clases importantes

Le daremos nombres a los miembros de algunas clases de isomorfismo que aparecen comtinmen-
te:

= El camino y el ciclo con n vértices son denotados por P, y C,, respectivamente.

= Un grafo completo es un grafo simple cuyos vértices son todos adyacentes entre si. Deno-
tamos este grafo por K.

= Un grafo bipartito completo o biclique es un grafo simple bipartito donde dos vértices son
adyacentes sii estan en diferentes partes. Si los tamafos de las partes son r y s, denotamos
este grafo por K, ;.

Nota: cuando se menciona un grafo sin nombrar explicitamente sus vértices, en general nos
referimos a su clase de isomorfismo.

8.7. Subgrafos

Técnicamente, decir que “H es un subgrafo de G” significa que algtin subgrafo de G es
isomorfo a H (también se dice que G contiene una copia de H).
Ejemplos.

Un camino en un grafo G es un subgrafo de G isomorfo a algin P,.

Un ciclo en un grafo G es un subgrafo de G isomorfo a algin C,,.

Un grafo sin ciclos es llamado (jsorpresal) aciclico. Un grafo aciclico conexo es llamado un
arbol.

4Salvo isomorfismo.
5Salvo isomorfismo.
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Ejemplo. Cs5 es subgrafo de K5 pero no de Kj 3.

8.8. Los grafos con 4 vértices

Hay 2(5) grafos simples con n vértices. Asi, con n = 4 vemos que hay 64 grafos simples con
4 vértices.

Estos grafos forman 11 clases de isomorfismos, de los cuales una (Py) corresponde a grafos

auto-complementarios, o sea, isomorfos a su propio complemento. La siguiente figura muestra
estas 11 clases, .

o N XS
XA L LN

8.9. Otros grafos comunes

= el tridngulo, = el volantin (kite), = la humita (bowtie),

A = ¢l dardo,

= la garra (claw), a la casa,

/l\‘ s el grafo de Petersen.
= la pata (paw),

= ¢l toro (bull),
o tv

8.10. Grafos como modelos

Los grafos sirven para modelar diversas situaciones, por ejemplo:
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= relaciones, como por ejemplo “ser conocido de”;
= calificacién de empleados para la realizacién de distintas tareas;

= programacién de reuniones de comisiones del Senado (o de los exdmenes en una universidad
pequena);

= coloracién de mapas;

= rutas en una red de caminos;

8.10.1. Conocidos mutuos y desconocidos mutuos

Se puede demostrar (jejercicicio!) que en todo grupo de seis personas hay, o bien tres conocidos
mutuos, o bien tres desconocidos mutuos.

Este es un caso particular de lo que se conoce con el nombre de Teorema de Ramsey, que
afirma lo siguiente:

Teorema (Ramsey). Dados k,l € N, existe un natural ng tal que, dado cualquier n > ng, todo
grafo con n vértices tiene, o bien un clique de tamano k, o bien un conjunto independiente de
tamano k.

Demostracion. Ejercicio. O

8.10.2. Asignacién de tareas a distintos empleados

Se tiene un conjunto de tareas y un conjunto de empleados. Cada empleado puede realizar
algunas (o incluso todas) las tareas.

. Sera posible asignar tareas a los empleados de modo que cada uno realice a lo mas una
tarea, y todas las tareas sean hechas por un empleado calificado?

Idea: Formese un grafo en que los empleados y las tareas son los vértices, y donde una arista
une al empleado = con la tarea t sii el empleado x esta calificado para desarrollar la tarea t.

Un concepto de teoria de grafos relacionado con esta situacion es el siguiente:

Definicion 44. Un grafo G es bipartito si V es la unién de dos conjuntos independientes (llamados
las partes de G).

Asi, el grafo formado por los empleados y las tareas es bipartito, con el conjunto de empleados
como una parte y las tareas como la otra.

8.10.3. Reuniones de comisiones del Senado

Se desea programar las reuniones de varias comisiones del senado, de modo que dos comisiones
que tienen un miembro en comuin no se reunan simultdneamente. Para simplificar, supongamos
que cada comisién sesionard exactamente una hora.

;,Cuél es el niimero minimo de periodos de una hora que deben ser usadas en la programacién?

Idea: Esta situacién puede ser modelada con un grafo en que los vértices son las comisiones,
y las aristas unen las comisiones que comparten miembros.

La misma idea se aplica si se desea programar los exdmenes de los cursos de una universidad
pequena, de modo que dos cursos no tengan examenes simultdneos si tienen alumnos comunes.

Este ejemplo esta relacionado con los concepto de coloracion y nimero cromdtico de un grafo:

Definicion 45.

» Una coloracion de un grafo G = (V, E) es una funcién ¢ : V — {1,...,n} (donde n € N).
Si esta funcién es tal que Va,y € V({z,y} € E — c(z) # c(y)), decimos que esta coloracién
es propia. Los ntmeros {1,...,n} son llamados los “colores” de la coloracién, y decimos
que G ha sido “coloreado” o “pintado” con los colores {1,...,n}.

= El ndmero cromdtico x(G) de un grafo G es gel menor nimero de colores que puede tener
una coloracién propia.
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8.10.4. Grafos multipartitos y coloraciéon

Definicion 46. Dado k > 1, decimos que un grafo G = (V, E) es k-partito si V es la unién de k
conjuntos independientes.

Vemos que, si un grafo G es k-partito entonces puede ser pintado con k (o més) colores.

Coloracion de mapas
Un caso particular del problema de coloracién de grafos es el siguiente:

. Cudntos colores se necesitan para pintar un mapa (dividido en regiones o paises),
de modo que no haya dos regiones con frontera comun pintadas del mismo color?

Idea: Un mapa puede ser representado como un grafo, con las regiones como vértices y donde
regiones adyacentes son las que comparten un trozo de frontera.
Los grafos correspondientes a los mapas satisfacen la siguiente definiciéon:

Definicion 47. Un grafo es planar si puede ser dibujado en el plano de modo que sus aristas no
se crucen. Cada dibujo (con estas caracteristicas) de un grafo es llamado grafo plano.

8.10.5. Rutas en una red de caminos

Un grafo puede ser usado para modelar caminos entre distintos puntos de una red caminera
(o eléctrica, o hidraulica, etc.). Los vértices son las intersecciones de caminos y las aristas son
los tramos de caminos entre intersecciones.

Un problema importante (y con mucha aplicacién) en Teorfa de Grafos es el de hallar el
camino mds corto entre dos puntos. Por ejemplo: en Santiago, jcudl es el camino mas corto
entre el Apumanque y el Museo Interactivo Mirador? Un sitio web que resuelve este problema
es http://www.mapcity.cl.

8.11. Analisis del problema de Konigsberg (Euler)

El problema de los puentes de Konigsberg se puede expresar como sigue: ;Tiene el grafo de
la figura un camino (o circuito) que pase por cada arista exactamente una vez?

C

B

Un circuito con esta caracteristica se llama circuito Euleriano (en honor a Leonard Euler).

Un grafo con un circuito Euleriano se dice grafo Euleriano.

Supongamos que podemos recorrer las aristas de un grafo (los puentes de Konigsberg) en la
forma pedida, y ordenemos el camino como sigue:

o -0 -0 -~ -0 -0 -0

®© Luis Dissett. 78 P.U.C. Chile, 2006




CAPITULO 8. GRAFOS 8.12. CICLOS'Y CAMINOS HAMILTONIANOS

En cada vértice que no es ni el inicial ni el final, el camino debe salir una vez por cada vez
que entra.

Asi, el grado de cualquier vértice excepto, posiblemente, los extremos del camino debe ser
par.

. Qué pasa con los vértices extremos?

Si los extremos no coinciden (o sea, el camino no es un circuito) entonces la primera salida
desde el vértice inicial no es compensada por ninguna entrada. Asimismo, la ultima entrada en
el vértice final no es compensada por ninguna salida.

Asi, si el camino no es un circuito, los vértices inicial y final deben tener grado impar.

Si el camino es un circuito, la primera salida y la ultima entrada se compensan mutuamente,
y el vértice inicial/final tiene grado par, igual que los otros vértices.

8.11.1. Andlisis del problema (Resumen)

= Para que un grafo sea Euleriano, no puede haber mas que dos vértices de grado impar en
el grafo.

= Si el grafo tiene dos vértices de grado impar, todo camino Euleriano debe comenzar en uno
de ellos y terminar en el otro.

= Si el grafo no tiene vértices de grado impar, todo camino Euleriano debe ser un circuito, y
puede comenzar en cualquier vértice.

8.11.2. Dibujos sin levantar el lapiz

Una variante muy conocida del problema de determinar si un grafo es Euleriano es el de
dibujar una figura de un solo trazo, o sea, sin levantar el lapiz del papel.
Ejemplo: jcudles de las siguientes figuras pueden ser dibujadas con sélo un trazo?

Mas aun: si no es posible dibujar una figura dada con un solo trazo, ;cuantos trazos son
necesarios?

Si en una figura hay 2n vértices de grado impar® entonces se necesitan exactamente n trazos
para dibujarla.

8.12. Ciclos y caminos Hamiltonianos

Dado un grafo G, un ciclo de G que pasa por todos los vértices de G es llamado un ciclo
Hamiltoniano.

6Se puede demostrar que el nimero de vértices de grado impar en un grafo siempre es par.

®© Luis Dissett. 79 P.U.C. Chile, 2006



8.13. GRAFOS AUTOCOMPLEMENTARIOS CAPITULO 8. GRAFOS

Anélogamente, un camino de G que pasa por todos los vértices de G es llamado un camino
Hamiltoniano.

Un grafo con un ciclo Hamiltoniano se dice Hamiltoniano.

Dado un grafo Hamiltoniano en el que cada arista tiene asociado un costo, el problema de
hallar el ciclo Hamiltoniano de menor costo total es conocido como el problema del vendedor
viajero (un problema cldsico de optimizacion).

8.13. Grafos autocomplementarios

Definicion 48. Un grafo es autocomplementario si es isomorfo a su propio complemento.

Teorema. Un grafo simple G de n vértices es auto-complementario sii K,, se descompone en dos
copias de G.
Ejemplos de grafos autocomplementarios:

- C5.
= Py

Ejercicio. Demuestre que si un grafo de n vértices es autocomplementario, entonces n = 4
(méd n) on— 124 (méd n).

Mis atin: demuestre que para todo n € Z* tal que n =2 4 (méd n) o n — 1 = 4 (méd n),
existe un grafo autocomplementario con n vértices.

8.14. Problemas computacionales relacionados con cliques
y conjuntos independientes

Vimos que un cligue en un grafo es un subgrafo isomorfo a algin grafo completo K,,, y que
un conjunto independiente es un subgrafo isomorfo a algin grafo trivial K.

Los siguientes problemas son importantes desde el punto de vista computacional:

= Dado un grafo G y un entero positivo n, {tiene G un clique (o un conjunto independiente)
de tamano n?

= Dado un grafo G, jcudl es el miximo tamano posible de un clique (o conjunto indepen-
diente) en G7

= Dado un grafo G, hallar un clique (o conjunto independiente) de tamaio méximo posible
en G.

= Dado un grafo G, hallar todos los cliques (o conjuntos independientes) de tamano maximo
posible en G.

8.15. Planaridad

Puede un grafo ser dibujado en el plano, sin que se crucen las aristas?

Ejemplo. ;Es posible unir tres casas a las distribuidoras de TV Cable, teléfono e Internet sin
que se crucen los cables?
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8.16. La caracteristica de Euler

Teorema (Euler, 1758). Si G es un grafo plano conexo conn vértices, e aristas y f caras, entonces
n—e+ f=2.

Demostracion. Por induccién en n. O

8.16.1. Comentarios

Las siguientes son algunas consecuencias de la férmula de Euler:

= Debido a la féormula de Euler, todas las representaciones planas de un grafo G tienen el
mismo numero de caras.

= Si GG es un grafo plano disconexo, la férmula de Euler tal como esta no es valida. Si G tiene
k componentes, entonces hay que agregar k — 1 aristas para conectarlas todas y aplicar la
férmula original. Pero el agregar estas k — 1 aristas no cambia la cantidad de caras en G,
por lo que en este cason —e+ f =k + 1.

Una consecuencia particularmente 1til es la siguiente:

Teorema. Si G es un grafo plano que ademds es simple y tiene mds de dos vértices, entonces
e(G) < 3n(G) — 6. Si ademds G no tiene tridngulos, entonces e(G) < 2n(G) — 4.

Demostracion. Basta considerar el caso en que G es conexo (si no lo es, agréguense aristas hasta
que lo sea; el nuevo nimero de aristas satisface la cota y por lo tanto el original también).

Sea G simple y con al menos 3 vértices, y sean n = n(G), e =e(G) y f = f(G).

Por ser G es simple y tener al menos 3 vértices, cada cara tiene largo > 3, de donde

f
2e =Y I(F;) >3f =3(c—n+2),

i=1
de donde e < 3n — 6.
Anélogamente, si G no tiene tridangulos, [(F;) > 4, de donde 2e¢ > 4(e—n+2), 0sea e < 2n—4.

Ejemplos. La no planaridad de K5 y de K33 puede ser demostrada usando el teorema recién
visto: para K5, e =10 > 9 = 3n — 6. Como K3 3 no tiene tridngulos y e =9 > 8 = 2n — 4, estos
grafos tienen demasiadas aristas para ser planares.
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8.17. Ejercicios

10.
11.

12.

13.

14.
15.

Sea G un grafo simple. Demuestre que, si G es disconexo, entonces G es conexo.

El didmetro de un grafo es la maxima distancia (medida en nimero de aristas) entre sus
vértices.

Demuestre que, si el didmetro de G es > 4 entonces el didmetro de G es < 2.

Demuestre que un grafo G es bipartito si y sélo si G no tiene ciclos de largo impar.

La cintura de un grafo es el tamafio del menor ciclo inducido (o sea, del menor ciclo sin
diagonales).

Sea G un grafo con cintura 5. Demuestre que si todo vértice de G tiene grado > k, entonces
G tiene por lo menos k2 + 1 vértices. Para k = 2 y k = 3, encuentre un grafo de cintura 5
y exactamente k2 + 1 vértices.

Un vértice de un grafo es aislado si no tiene vecinos. Un vértice se dice de corte si su
eliminacién aumentaria la cantidad de componentes conexas del grafo.
Demuestre o refute la siguiente afirmacién:

Si un grafo simple con didmetro 2 tiene un vértice de corte, entonces su
complemento tiene un vértice aislado.

Demuestre, o refute dando un contraejemplo, la siguiente afirmacién:

Si G es un grafo Euleriano en que las aristas e y f tienen un extremo comun,
entonces G tiene un circuito Euleriano en que e y f aparecen en forma consecu-
tiva.

Ordene 7 ceros y 7 unos en forma ciclica de modo que las 14 secuencias de 4 bits consecutivos
que se forman sean todos las secuencias binarias de largo 4, excepto por 0101 y 1010.

Ayuda: Forme un grafo y construya un ciclo Euleriano.

Demuestre que el grafo de Petersen no tiene ciclos de largo 10.
Ayuda: suponga que existe un ciclo de largo 10, y use las propiedades del grafo de Petersen
para obtener una contradiccién.

Demuestre, o dé un contraejemplo, para cada una de las siguientes afirmaciones:

a) Todo grafo Euleriano bipartito tiene un nimero par de aristas.

b) Todo grafo Euleriano simple con un ndmero par de vértices tiene un niimero par de
aristas.

¢) Si G es un grafo Euleriano en que las aristas e y f tienen un extremo comun, entonces
G tiene un circuito Euleriano en que e y f aparecen en forma consecutiva.

Si un grafo no es conexo, jqué forma tendra su matriz de adyacencia?
Muestre todas las posibles matrices de adyacencia para Ps (un camino con 3 vértices).

Escriba una matriz de incidencia para Ps (un camino con 6 vértices) y para Cs (un ciclo
con 6 vértices).

~

Demuestre que la relacién 2 (definida como “G; = G4 sii Gy es isomorfo a G2”) es una
relacién de equivalencia entre grafos.

Sean G1 v Go dos grafos. Demuestre que G = G sii G =2 Gs.

Demuestre que Cs = Cs.
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16. Demuestre que Py = Py.

17. Demuestre que los siguientes grafos son isomorfos (de hecho, todos son isomorfos a K3 3):

18. Demuestre que el siguiente grafo no es isomorfo a K3 3:

19. Demuestre que los siguientes grafos no son isomorfos:

i

Ayuda: Considere los complementos de los grafos dados. ; Qué propiedad es satisfecha por
s6lo uno de los complementos?

20. Sea G un grafo simple, conexo, no completo (o sea, G ¥ K,, para ningtin n). Demuestre que
todo vértice de G pertenece a algun subgrafo inducido de G con 3 vértices que es isomorfo
a Pg.

21. Demuestre que K, tiene n! automorfismos, y que K, ,, tiene m!n! automorfismos si m # n,
y 2(n!) si m = n.

22. ;Cuédntos automorfismos tiene P,? ;Cudntos automorfismos tiene C),7

23. Demuestre o refute mediante un contraejemplo: si G' es un grafo finito simple donde todo
vértice tiene grado 2, entonces G es un ciclo.
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8.17.

EJERCICIOS CAPITULO 8. GRAFOS

24.

25.
26.

27.
28.

29.

30.

31.

32.

33.

Demuestre que un grafo es bipartito si y sélo si su conjunto de vértices puede ser partido
en dos conjuntos independientes.

Demuestre que un grafo es bipartito si y solo si es 2-coloreable.

Demuestre que un grafo es bipartito completo si y sélo si es bipartito y la adicién de
cualquier arista haria que dejara de serlo.

Demuestre que Ky, », =2 Ky, + K.

Dado un grafo G = (V| E), la identidad es un automorfismo de G, pero no necesariamente
el dnico. Demuestre que el conjunto Aut(G) de automorfismos de G forma un grupo con
la composicién.

Sea G = (V,E) un grafo. Demuestre que la relacién ~» definida en V' por “z ~ y <«
hay un camino en G entre = e y” es una relacién de equivalencia en V.
Nota: las clases de equivalencia definidas en V' por ~~ son llamadas componentes conexas

de G.

Demuestre que las componentes conexas de G son subconjuntos maximales de vértices que
inducen subgrafos conexos (en otras palabras, S C V es una componente conexa sii S
induce un subgrafo conexo y todo S’ tal que S C S” C V induce un subgrafo disconexo).

Demuestre que las siguientes propiedades son invariantes bajo isomorfismos (o sea, si G =
G’ entonces G’ tiene la propiedad sii G la tiene):

a
b

C

) ser conexo,

) ser bipartito,

) ser completo,

d) ser k-coloreable (para k € N).

Demuestre que las siguientes funciones son invariantes bajo isomorfismos (o sea, si G = G’
entonces f(G') = f(G) para cada una de las siguientes funciones f):

Demuestre el Teorema de Euler: dada una inmersién plana de G = (V, E), y siendo R el
conjunto de las regiones determinadas por ella en el plano, se tiene que |V|— |E|+ |R| = 2.
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Capitulo 9

Complejidad de algoritmos y
problemas

9.1. Complejidad de un algoritmo y de un problema

Problemas e instancias

Cuando hablamos de “resolver un problema” no nos referimos a, por ejemplo, “decidir si en
la lista de nimeros {12, 18,28, 45,52, 61, 73,84,89,97,104} hay dos niimeros cuya suma también
sea elemento de la lista”.

A esto lo llamamos “resolver una instancia” de un problema. Por un problema, entendemos
todas las posibles instancias, mas una “pregunta” asociada.

Por resolver un problema nos referimos a encontrar un algoritmo que, dada una instancia del
problema, conteste correctamente la pregunta asociada. La forma de escribir un algoritmo de
modo que un computador pueda ejecutarlos es un programa.

Un mismo problema puede ser resuelto de distintas maneras (pueden utilizarse distintos
algoritmos para resolverlo). Algunas son mejores que otras ...

Ejemplo. Tome una guia telefénica de Santiago y busque a todos los Dissett en ella. Probable-
mente Ud. puede pensar en una manera mas astuta de resolver este problema que comenzar por
Aaby, Aarén, Aazos, Abalén, Abarca, Abaroa, Abarzua, ...

Eficiencia: tiempo vs “tamano de la instancia”

Tomemos como ejemplo el problema de decidir, dada una lista de niimeros enteros, si es
posible dividirla en dos sub-listas tales que las sumas de ambas sublistas sean iguales.

Suponga que tiene dos programas que resuelven este problema, y que usa uno de ellos para
resolver una instancia A y el otro para resolver una instancia B.

El primer algoritmo tomé 1 minuto en encontrar la respuesta éptima para A, y el segundo
demord 12 horas en encontrar la respuesta éptima para B.

L, Qué algoritmo es més “eficiente”?

Nos falta una parte crucial de la informacién para responder esta pregunta:

;Cuales son los tamanos de las instancias A y B que resuelven estos algoritmos?
Mas adn: aunque conociéramos la respuesta a esta pregunta, puede ser dificil decidir “cudl de
los dos algoritmos es més eficiente”. Incluso si ambos tamanos coinciden (o si ambos algoritmos

fueron utilizados separadamente para resolver la misma instancia), decir cudl algoritmo es “més
eficiente” requiere mas de un punto de comparacion.
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9.2. NOTACION ASINTAPITTA.O 9. COMPLEJIDAD DE ALGORITMOS Y PROBLEMAS

Complejidad de un algoritmo

Sea A un algoritmo que resuelve un problema dado w. Nos interesa estudiar la funcién
Ty : N — Rg que indica el tiempo méaximo que puede tomar A en resolver instancias de
tamano n.

En realidad, el “tiempo” que tome resolver una instancia de m depende de demasiados factores,
por ejemplo la arquitectura de la maquina en que ejecutamos el programa (mi otro computador
es un Athlon XP 64 con 8 CPUs de 4 GHz cada una :-P)

Asi que en realidad no nos interesa medir el tiempo exacto, sino una “aproximacién”.

Por ejemplo, nos puede interesar medir cuantas operaciones se realizan al resolver una ins-
tancia dada.

O cuéntas operaciones de algin tipo dado (tipicamente, las mds costosas en tiempo). Por
ejemplo, al buscar datos en una base de datos, da lo mismo si se hacen 100 o 1000 o 10000
calculos usando datos de la RAM ... una sola lectura desde el disco duro toma més tiempo que
miles de calculos hechos por la CPU.

Es importante elegir bien qué se va a contar. Esto permite aproximar —de alguna manera, y
salvo por algun factor constante por determinar— cuanto tiempo toma el algoritmo en resolver
una determinada instancia.

Complejidad de un problema

Dado un problema 7, llamamos la complejidad de 7 a la funcién T, : N — Rar dada por
Tr(n) =min{T4(n) : A es un algoritmo que resuelve 7} .

Ejemplo. Se puede demostrar (tipicamente visto, por ejemplo, en un curso de Estructuras de
Datos) que, dado cualquier algoritmo de ordenacién basado en comparaciones, su complejidad
es por lo menos c-nlogn para alguna constante ¢ > 0.

Asi, como existen algoritmos para ordenar basados en comparaciones con complejidad <
C -nlogn con C constante (por ejemplo, Heapsort o Mergesort), decimos que el problema de
ordenar un arreglo en base a comparaciones tiene complejidad “esencialmente nlogn (salvo por
algin factor constante)”.

9.2. Notacidon asintdotica

La notaciéon “O”

Ya que los factores constantes “casi no nos interesan” al estudiar complejidad, queremos
reflejar este hecho en las funciones que representan complejidad de problemas y algoritmos. De
hecho, esto es 1til no sélo al estudiar el tiempo utilizado por un algoritmo, sino también al
considerar otros recursos, por ejemplo, memoria o acceso a algun dispositivo especifico.

Una notacién util para esto es la llamada notacién “O grande”.

Definicion 49. Sea f: N — R} una funcién cualquiera. Definimos O(f(n)) como el conjunto®
{t: N>R | (3c € R")(3ng € N)(Vn € N)(n > ng — t(n) < c- f(n))}.

Al valor ng € N lo llamaremos el umbral.

Ejemplo. Veamos que 3n? + 5n + 6 € O(n?). En efecto, vemos que, si n > 6, tenemos
32 +5n+6<3n’>+n-n+n-n=>5n>

por lo que tomando ¢ = 5 y ng = 6 se satisface la definicién de O(n?).
Pero también podemos satisfacerla tomando ¢ = 14, ng = 1. O también ¢ = 7, ng = 2.

Ejercicio. Demuestre que siempre es posible usar un umbral ng = 1.

INote que, por ejemplo, decimos g(n) € O(f(n)), no g(n) = O(f(n)).
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Ejercicio. Demuestre que, dados a y b dos niimeros reales cualesquiera mayores que 1,y f : N —
R una funcién cualquiera, se tiene:

O(f(n)log, n) = O(f(n)log,n)

(v lo mismo vale para Q y ©).
Asi, cuando tengamos una funcién g(n) € O(f(n)log, n) escribiremos simplemente g(n) €
O(f(n)logn), ya que la base es irrelevante.

Las notaciones 2 y ©

Sea f:N — R} una funcién cualquiera. Definimos Q(f(n)) como el conjunto
{t: N>R | (3ceR")(3ng € N)(Vn € N)(n >ng — t(n) > c- f(n))}.
Finalmente, definimos ©(f(n)) como:
6(f(n)) = O(f(n)) N (F ().
Ejercicio. Demuestre que O(f(n)) es el conjunto de todas las funciones ¢ : N — Ry tales que
(Fer,c0 € RT)(3ng € N)(Yn € N)(n > ng — c1f(n) < t(n) < caf(n)).

Generalmente, no nos interesa encontrar la funcién especifica sino hallar una funcién “simple”
f(n) tal que T4(n) € O(f(n)) (o, de preferencia, tal que T4(n) € O(f(n))).

Por “funcién simple” entendemos una funcién “elemental” (potencia, logaritmo, parte entera)
0 que sea expresable como combinacién de una pequena cantidad de éstas.

9.3. Complejidad de algoritmos iterativos

FALTA ...

9.4. Complejidad de algoritmos recursivos

En esta seccion estudiaremos la complejidad de algoritmos recursivos. Tipicamente, un al-
goritmo recursivo se “llama a si mismo” con instancias de tamano menor, excepto cuando el
tamano de la instancia es menor que un cierto valor limite (el caso base de la recursién).

Asi, la complejidad de un algoritmo recursivo satisface una ecuacion de recurrencia o inecua-
cion de recurrencia, en que T'(n) (el tiempo o la cantidad de operaciones que toma resolver una
instancia de tamafio n) estd dado en términos de los valores de T'(k) para valores de k < n.

Ejemplo (la complejidad de mergesort). Nos interesa estudiar el tiempo que toma ordenar un
archivo usando OM (ordenamiento por mezcla).
Sea

Tow (n) := tiempo de ejecucién del algoritmo OM

con un archivo de largo n (en el peor caso).

No tenemos una representacién explicita para la funcién de complejidad, pero si dos restricciones
que debe satisfacer:

Tou (1)
Tom (n)

IN

¢ (9.1)
Tow (|5]) + Tou ([5]) + Tu(n), n>2, (9.2)

donde Ths(n) es el tiempo que toma, en el peor caso, el algoritmo de mezcla M en mezclar
dos archivos de largos que sumen n, y ¢ es una constante que sirve de cota para el tiempo que
mergesort se demora en ordenar una un archivo de largo 1.

IN
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En la inecuacién anterior, podemos suponer que Tys(n) < dn, donde d > 0 es alguna cons-
tante.
Asi, nuestra “inecuacién de recurrencia” queda

Tou (1) < ¢ (9.3)

Tow(n) < Tou (gJ) ¥ T ([g}) +dn, n>2, (9.4)

Es imposible resolver exactamente esta ecuacion, pero si es posible demostrar que la solucién de
la siguiente ecuacién de recurrencia es una cota superior para Toy ():

T(1) = ¢ (9.5)
T(n) = T({%J) T([%Dﬂin, n>2, (9.6)

Tenemos una ecuacién de recurrencia, pero no del tipo que asocia n con (n+1) ...
Queremos hallar cotas para la solucién de esta ecuacion.
Conjetura: existe alguna constante a > 0 tal que, para todo n > 1:

T(n)<a-n-[logy(n)].

Induccién constructiva

Si tratamos de demostrar nuestra conjetura por induccién, encontraremos que la hipdtesis
de induccién no nos permite demostrar el paso inductivo como debiera, por lo que intentamos
replantearla como sigue:

Conjetura’: existen algunas constantes a > 0 y b € R tales que, para todo n > 1:

T(n)<a-n-[logy(n)] + bn.

Demostracion. El proceso de demostracién de la conjetura es relativamente largo. Partiremos
demostrando que la induccién es cierta (y determinando las constantes a y b) si n es una potencia
de 2.

O sea, partimos demostrando que, si n = 2¥ entonces

Tn)<a-n-k-+bn.

Esto puede hacerse por PSI o por PICV.
Concluimos que debe tenerse b > t,, a > ¢ (por lo que podemos escoger a = ¢, b = t,). O
sea, podemos probar por PSI o por PICV que, si n es una potencia de 2, entonces

T (n) < cn [logy(n)] + ton.

El siguiente paso es demostrar que 7' (n) es una funcién que no decrece, o sea, que T (n) <
T (n+ 1) para todo n > 1 (esto también se hace por PICV).
Finalmente, si n no es una potencia de 2, usamos el hecho de que

n < 2Mles2(M)1 < glloga(n)+1] < o . gllog>(n)]
para establecer la cota: como T (+) es no-decreciente,

T(n) < T<2.2Llog2(n)J)

< 2-c-2lesMIlog, (n)| 4 1] + 2t, - 2182
= 2.2l (¢ |logy(n)] +1+1,)
< (2¢)nlogy(n) +2(1 + to)n.

Hemos probado que Toy (1) € O(nlogy(n)).

Ejercicio. Adapte la misma demostracién para demostrar que T'(n) € ©(nlogy(n)). Deduzca
que Toy (n) € ©(nlogy(n)).
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Complejidad de algoritmos “divide et regna”

Algoritmos como mergesort, bisqueda binaria, y otros similares, estdn basados en el principio
de estrategia llamado “divide et regna” (divide y reina, divide y vencerds, dividir para conquistar,
ete.).

Estos algoritmos trabajan sobre una instancia de tamafio n > ng (digamos, formada por
n valores), dividiéndola en varias subinstancias de tamafno menor, y resolviendo recursivamente
algunas de (o todas) estas subinstancias. El valor ng marca el umbral a partir del cual se realizan
estas llamadas recursivas; para valores de n < ngy no se realizan llamadas recursivas.

En particular, en la mayoria de los casos los tamanos menores son obtenidos dividiendo n
por una constante b y aproximando a un entero (mediante | | o [ ).

Supongamos que, ante una instancia de tamano n, el algoritmo realiza a; llamadas recursivas
con sub-instancias de tamano L%J y as llamadas recursivas con sub-instancias de tamano (%w

Ademsés de estas a1 + as llamadas recursivas, el algoritmo debe realizar un cierto “procesa-
miento adicional” de los valores que forman la instancia. Este procesamiento puede ser hecho
antes de las llamadas recursivas (por ejemplo, en quicksort), después de dichas llamadas (por
ejemplo, en mergesort), o incluso parte antes y parte después (veremos ejemplos méds adelante).

Asi, si llamamos f(n) al tiempo adicional que se necesita para este procesamiento adicional,
la ecuacién de recurrencia que expresa la complejidad de este algoritmo serd

- 0 SiO§n<n0,
T(n) = {mT ({%J) + agT(Hﬂ) + f(n) sin >np.

De la relacién entre las constantes a1, ag,b y la funcién f(n) dependerd el orden de magnitud de
la funcién de complejidad T'(n). En particular, en el caso en que f(n) es un polinomio, podemos
enunciar el siguiente teoremas:

Teorema (el “teorema maestro”de los algoritmos divide et regna). Si ai, as, b, ¢ y d son cons-
tantes positivas, y T(n) satisface la ecuacion de recurrencia

T(n)={° 510 < n < ng,
arT (| 2]) +a2T([2]) +en®  sin > no,

entonces (llamando a = a1 + as), se tiene:

0(n?) sia < bl
T(n) € { O(n%logn) sia="b,
O(n's @) sia > b,

. Qué condiciones debe satisfacer ng en la ecuaciéon de recurrencia anterior?

Demostraremos que debe tenerse ng > b_%

En efecto:

Para que la recurrencia corresponda a una funcién correctamente definida, las invocaciones
recursivas de la funcién deben tener por argumentos a numeros estrictamente menores que n.

Visto desde el punto de vista algoritmico, si la recurrencia corresponde a un algoritmo re-
cursivo correcto, es necesario que ninguna llamada recursiva (cuando se estd resolviendo una
instancia de tamano n) se haga sobre una instancia de tamafio > n.

O sea, se requiere que tanto L%J < n como {%1 < n. Como {%J < (%1, basta exigir que
(%1 < n. Pero se sabe que {%1 < &+ 1, por lo que basta que 7 + 1 < n para que {%1 <n.

Asi, exigimos que 7 + 1 < n. Pero esto es equivalente a exigir que n + b < nb, o lo que es lo

mismo, que nb —n > b, de donde se deduce la condiciéon n > %.
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Capitulo 10

Py NP

10.1. Algoritmos eficientes: polinomial vs exponencial

Nos interesa estudiar qué problemas pueden se resueltos eficientemente. En términos tedricos,
decimos que un problema puede ser resuelto eficientemente si existe un algoritmo A que lo
resuelve en tiempo polinomial, o sea, si existe un polinomio p(n) tal que T4(n) € O(p(n)).

La razén para esto es la siguiente: un algoritmo con complejidad € O(p(n)) (donde p(n) es
un polinomio en n) crece més lentamente que una funcién de la forma ¢™ con ¢ > 1, o que otras
funciones que aparecen al estudiar complejidad.

Ejemplo. Suponga que tiene dos algoritmos para el mismo problema, uno con complejidad ~ 2™
(exponencial) y el otro con complejidad ~ 1000n? (ciibico).

1. ;Para qué valores de n conviene usar uno u otro algoritmo?

R. Para n < 23, el algoritmo de complejidad exponencial es méas rapido. Pero a partir de alli,
la diferencia es dramaética . . .

2. Suponga ahora que tiene un computador que hace 1 millén de operaciones por segundo.
{Cual es el maximo tamano de instancia que se puede resolver en 1 hora, con cada uno de
los algoritmos?

R. El algoritmo exponencial puede resolver en 1 hora instancias de tamano < 31. El cubico,
en el mismo tiempo, puede resolver instancias d e tamano < 153.

3. Finalmente, suponga que hace un upgrade a su computador, y en lugar de ser capaz de hacer
1 millén de operaciones por segundo ahora es capaz de hacer 10 millones de operaciones
por segundo. ;Cémo aumentan los maximos tamanos de instancia que se pueden resolver
en 1 hora, con cada uno de los algoritmos?

R. Para el exponencial, los 31 suben a 35. Para el ciibico, los 153 suben a 330.

El proverbial grano de sal

Note que, en la practica, el preferir algoritmos polinomiales es relativo: un algoritmo expo-
nencial con complejidad T'(n) = 3-1,001™ serd, en la prictica, mucho mejor que un algoritmo de
complejidad T'(n) = 100000000000n> (constante demasiado grande) o T'(n) = 2n*° (que aunque
tiene una constante pequena, tiene un exponente muy grande).

Pero como regla general, consideraremos que un problema es “soluble eficientemente” si puede
ser resuelto en tiempo polinomial.

Ejercicio. j(Exactamente, para qué valores resulta mejor el algoritmo exponencial que los dos
algoritmos polinomiales mencionados?
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10.2. TIPOS DE PROBLEMAS CAPITULO 10. P Y NP

10.2. Tipos de problemas

Los problemas computacionales pueden dividirse en varios tipos. Cuatro tipos importantes
de problemas son:

= problemas de decision;

= problemas de busqueda;

= problemas de evaluacion;

= problemas de optimizacion.

Tlustraremos cada uno de estos tipos de problemas mostrando una variante del llamado problema
de programacion entera, de gran importancia préactica.

Problemas de decision Formalmente, un problema de decisién estd formado por un dominio
(conjunto de posibles instancias) D, y un subconjunto L de D, llamado lenguage o problema.

Se busca un algoritmo A que, aplicado a cualquier w € D, responde:

= SIsiwelL,
» NOsiwe D — L.

*>
Ejemplo: Dada una matriz A de m X n con valores entelgs, y un vector b € Z™, jexiste
una solucién ¥ € Z" del sistema de inecuaciones AX < b, x > 07

O sea, jexiste una solucion factible de la instancia de Programacién Entera para estas
restricciones?

Problemas de busqueda Formalmente, un problema de busqueda estd formado por un do-
minio (conjunto de posibles instancias) D, y, para cada instancia I un conjunto F(I) de
soluciones factibles.

Se busca un algoritmo A que, aplicado a cualquier I € D, indique si F(I) = (§ o, en caso
contrario, entregue un elemento de F(I).

%
Ejemplo: Dada una matriz A de m x n con valores enteros, y un vector b € Z™, indique

si existe una solucién X € Z" del sistema de inecuaciones AX < b, X > 0, o en caso
contrario advierta que F(I) = (.

Problemas de evaluacién Formalmente, un problema de evaluaciéon esté formado por un do-
minio (conjunto de posibles instancias) D, donde cada instancia I estd formada por un
conjunto F'(I) de soluciones factibles y una funcion de costo ¢ : F(I) — Z.

Se busca un algoritmo A que, aplicado a cualquier I € D, indique si F'(I) = () o, en caso

contrario, entregue el valor de

min{c(z) :x € F(I)}.

%
Ejemplo: Dada una matriz A de m xn con valores enteros, un vector b € Z™, y un vector
< e 7", indique si existe una solucién X € Z" del sistema de inecuaciones AX < b,
X >0 , v de ser asi, indique el valor de

min{?T?:A?gﬁ,?zﬁ}.

Problemas de optimizacién Formalmente, un problema de optimizacién estd formado por
un dominio (conjunto de posibles instancias) D, donde cada instancia I estd formada por
un conjunto F(I) de soluciones factibles y una funcidn de costo ¢ : F(I) — Z.

Se busca un algoritmo A que, aplicado a cualquier I € D, entregue algin x € F(I) que
minimice el valor de ¢(z).
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. . -
Ejemplo: Dada una matriz A de m xn con valores enteros, un vector b € Z™, y un vector
< e 7", indique si existe una solucién X € Z" del sistema de inecuaciones AX < b,
X >0 , v de ser asi, encontrar una solucién factible X, tal que

T, = mfn{?T? AR < B, X > ﬁ}.

Ejemplo. Consideremos el problema del vendedor viajero. Podemos encontrar varias versiones
de este problema, pertenecientes a cada uno de los tipos mencionados arriba.

Version de decisién Dada una matriz de distancias entre ciudades, y un numero k, ;existe
algtn recorrido del vendedor viajero con distancia total < k7

Version de biusqueda Dada una matriz de distancias entre ciudades para cual existe un reco-
rrido del vendedor viajero de largo total < k, hallar un tal recorrido.

Version de evaluacion Dada una matriz de distancias entre ciudades, jcual es la distancia
total minima posible para un recorrido del vendedor viajero?

Version de optimizacién Dada una matriz de distancias entre ciudades, encontrar un reco-
rrido del vendedor viajero de costo éptimo.

10.3. Medidas del tamano de una instancia

Dada una instancia I de un problema, nos interesa tener una medida de su tamano.

En principio, quisiéramos medir la cantidad de bytes (o bits, o palabras) que ocupa la ins-
tancia, pero nos conformaremos con cualquier medida “razonable” de tamano (qué exactamente
es razonable lo discutiremos més adelante).

Las mediciones del tamano de una instancia en términos de la cantidad de memoria que
ocupa el representarla en el computador las llamaremos las medidas naturales del tamano.

Supongamos ahora que hemos fijado una forma de medir tamanos de instancias. Nos referi-
remos al tamano de una instancia I, medido de esa forma, por |I].

Asi, dado un algoritmo A, su complejidad es la funcién

C_AZN—>N

definida por
Ca(n) =max{Ta(I): |I|] =n}.

Medidas “razonables” de tamano de una instancia

., Qué formas de medir tamafnos de instancias son considerados “razonables”?

Es posible medir tamanos de las instancias de un problema de varias maneras distintas.

Sean s1 y sy dos medidas de tamano de las instancias de un problema dado 7. Diremos que
dichas medidas estdn polinomialmente relacionadas si existen dos polinomios p(z) y ¢(x) tales
que, dada cualquier instancia I de 7, se cumple

si) <p(s2(I)) y  s2(I) < q(s1(1)).
O sea, si cada medida esta “polinomialmente acotada” por la otra.

Note que si dos medidas s; y so del tamano de las instancias de 7 estan polinomialmente
relacionadas, y se tiene un algoritmo A para resolver 7, la complejidad de A serd polinomial en
s1(I) siy sélo si es polinomial en so(7).

O sea: la clase de problemas solubles eficientemente no cambia si medimos los tamanos de
las instancias en términos de s1 o en términos de Ss.

Estamos finalmente en condiciones de responder nuestra pregunta. Una medida de tamafio
de instancias de 7 sera considerada “razonable” si y sélo si estd polinomialmente relacionada
con las medidas naturales de tamano de instancias de 7.

Ejercicio. jEs posible que una medida de tamano de instancias esté polinomialmente relacionada
con la medida en bits y no con la medida en bytes, o viceversa?
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10.4. Complejidad de un problema. Algoritmos eficientes.

Dado un problema 7 y una funcién f : N — N, diremos que la complejidad de 7 es O(f) si
existe un algoritmo A para 7 tal que C4 € O(f).

Queremos identificar aquellos problemas que pueden ser resueltos eficientemente. Diremos que
un problema puede ser resuelto eficientemente si existe un polinomio p(n) tal que su complejidad

es O(p(n)).

En particular, estamos interesados en la clase P definida como:
P = {problemas de decision para los que existe un algoritmo polinomial} .

Informalmente, diremos que los problemas de la clase P son tratables, mientras lo que no
estan en P son intratables.
.Y qué pasa con los problemas que no son de decisién?

Problemas de decisién vs otros problemas

Desde ahora en adelante, estudiaremos principalmente problemas de decisién. Dado un pro-
blema de decisién 7, nos interesa saber si 7 € P o no.

En principio, esto puede parecer restrictivo. Sin embargo, en general es posible, dado un
problema de optimizacion, bisqueda o evaluacion, reducirlo a un problema de decision.

10.5. Reducciones entre problemas

Formalmente, una reduccién de un problema 7 a otro «’ consiste en la exhibicién de un
algoritmo que resuelve 7, tomando como hipdtesis la existencia de un algoritmo para resolver 7’.

No estamos interesados en cualquier reduccién, sino en reducciones que, a partir de una
instancia I de m:

1. utilicen A’ una cantidad polinomial de veces; y

2. cada vez que utilicen A’, la instancia I’ de 7’ pueda ser obtenida a partir de I en tiempo
polinomial en |].

Es facil ver que, si A’ es un algoritmo polinomial para resolver 7/, entonces una reduccién de
este tipo tomard tiempo polinomial para resolver I.

Ejemplos de reducciones entre problemas

Quizés los ejemplos mas importantes de reduccién entre problemas sean los que relacionan
problemas de optimizacién (o de evaluacién) con los correspondientes problemas de decisién.
A continuacién mostramos algunos de estos ejemplos.

1. Problema: CLIQUE

Versién de optimizacién: Dado un grafo G = (V, E), hallar un cligue (subconjunto
C de V, tal que todo vértice de C' es adyacente a todos los otros) del tamafio méximo
posible.

Versién de decisién: Dados un grafo G = (V, E) y un entero positivo k, jtiene G un
clique de tamano > k7

2. Problema: KNAPSACK (la mochila)

Versién de optimizacién: Dados dos nimeros enteros positivos n y C, y para cada

i € {1,...,n} dos ntimeros v; y w;, hallar un subconjunto S de {1,...,n} que satisfaga
Zwi < C y que maximice el valor de Z V.
ic€S =
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Si interpretamos los nimeros v; y w; como los valores y los pesos de n items, este problema
puede ser interpretado como hallar un conjunto de dichos items que, teniendo peso total
< C (la capacidad de una mochila) maximice el valor de un conjunto de {tems que puede
ser llevado en la mochila.

Version de decisién: Dados tres numeros enteros positivos n, C' y K, y para cada

i €{1,...,n} dos nimeros v; y w;, jexiste un subconjunto S de {1,...,n} que satisfaga
Zwi <Cy Zvi > K7 O sea, jexiste un conjunto de items de valor al menos K que
i€S €S

quepa en la mochila de capacidad C?

3. Problema: SUMA DE UN SUBCONJUNTO

Version de optimizacién: Dados dos enteros positivos n y C, y n enteros positivos
{z1,...,2,}, hallar un subconjunto S de {1,...,n} que satisfaga Z z; < C y que alcance
€S
el mayor valor de esta suma, entre los que satisfacen esta restriccion.
Versién de decisiéon: Dados dos nimeros enteros positivos n y C, y n enteros positivos
{z1,...,2,} jexiste un subconjunto S de {1,...,n} que satisfaga Z x; =C?
=

4. Problema: RUTA MAS LARGA

Versién de optimizacién: Dado un entero positivo n, una matriz M de n X n de enteros
positivos, y dos ndmeros i,j € {1,2,...,n} (donde M,, representa la distancia que se
recorre al ir directamente desde u hasta v en un grafo que tiene por conjunto de vértices
a {1,...,n}), hallar una ruta entre u y v (sin repetir vértices) que recorra una distancia
total maxima posible.

Version de decisiéon: Dados dos enteros positivos n y K, una matriz M de n X n de
enteros positivos, y dos nimeros 4, j € {1,2,...,n} (donde M,, representa la distancia que
se recorre al ir directamente desde u hasta v en un grafo que tiene por conjunto de vértices
a {1,...,n}), jexiste una ruta entre v y v (sin repetir vértices) que recorra una distancia
total > K7

5. Problema: VENDEDOR VIAJERO

Version de optimizacién: Dados un entero positivo n y una matriz M de n x n formada
por enteros positivos, hallar una permutacién (o(1),0(2),...,0(n)) que minimice el valor
de

n—1
C(o) = Z Mo (i),0(i41) + Mo(n),0(1)-
i=1

El valor C(o) representa el costo de un recorrido del vendedor viajero por n ciudades, en
que el costo de ir de la ciudad ¢ a la j estd dado por M; ; y el viajereo recorre las ciudades
en orden (o(1),0(2),...,0(n),c(1)).

Version de decisién: Dados dos enteros positivos n y P, una matriz M de n x n formada
por enteros positivos, jexiste una permutacién (o(1),0(2),...,0(n)) tal que

n—1
Cl0) =D MoGiyotitn) + Motny,o0r) < P?
i=1

Podemos interpretar esta pregunta como sigue: dado, ademas de los datos de la versién de
optimizacién, un presupuesto P, jexiste un recorrido del vendedor viajero que tenga un
costo < que el presupuesto P?

Solucion:

Asumamos que el grafo tiene n nodos, y que los valores de los pesos de las aristas son
ntimeros de m bits.
Para poder resolver el problema tenemos que resolver 2 cosas:
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a) Calcular el costo del ciclo éptimo.
La manera mas simple de lograr este objetivo es simplemente preguntar al problema
de decision si se puede encontrar una soluciéon del problema del vendedor viajero
para cada valor entero partiendo desde 0, luego esto nos daré el valor 6ptimo con el
primer entero que el algoritmo retorne verdadero, con lo que tendriamos esta parte
solucionada.
Lo anterior tiene un problema, en el peor de los casos, tendremos que llamar al
algoritmo de decisién una cantidad de veces igual al valor maximo de la suma de
todos los costos posibles, lo que es n?2™, lo que claramente es exponencial en m, lo
que no cumple con la parte de encontrar una solucién polinomial para el problema de
optimizacion.
Luego de esto tenemos que tener un enfoque un poco mas inteligente al problema,
v esto puede solucionarse facilmente utilizando el algoritmo de BINSEARCH que ya
estudiamos, y que ya demostramos que para un problema de largo n la complejidad
es O(logy(n)), con lo que podemos ver que en el peor de los casos estaremos llamando
al algoritmo de decisién una cantidad de veces O(logy(n?2™)) = O(2logy(n) +m) lo
que claramente es polinomial en n y en m.
b) Encontrar un ciclo del costo antes calculado.
Llamando [ al costo del ciclo 6ptimo (calculado anteiormente), utilizaremos el siguiente
algoritmo:
= Para cada arista en la matriz M le cambiaremos su costo por [ + 1.
= Le preguntaremos al algoritmo de decision si es posible encontrar un ciclo que
pase por todos los nodos y que tenga costo menor o igual a ! (con lo que no
dejamos que el ciclo pase por la arista que estamos analizando).
= Si la respuesta anterior es no, cambiamos el valor de la arista por el que tenia
originalmente
Finalmente, en la matriz M habran muchas aristas con costo [ + 1, y otras con sus
valores originales (menores o iguales a [), las aristas con sus valores originales son las
que hacen el ciclo 6ptimo.
Esta parte se ejecuta n? veces, por lo que esta parte es polinomial tanto en n como
en m.

Como ya resolvimos de manera polinomial las 2 partes del problema, el problema completo
es solucionable en tiempo polinomial.

10.6. La clase NP (Non-deterministic Polynomial)

Hay (al menos) dos maneras equivalentes de definir la clase N P:

1. Son los problemas de decisién que pueden ser resueltos en tiempo polinomial por un algo-
ritmo no deterministico.

2. Son los problemas de decisiéon para los que, asociado con cada instancia I para la que
la respuesta es SI existe un certificado ¢(I) de largo polinomial en |I]| y que puede ser
chequeado en tiempo polinomial en |I|.

Muchos problemas de decisién pertenecen a esta clase.

Notaciéon. Si m = (D, L) es un problema de decisién, dada una instancia I de 7 (o sea, un
elemento de D) anotaremos I € 7 para indicar I € L.

10.6.1. Algoritmos no deterministicos

Un algoritmo no deterministico de tiempo polinomial para un problema 7 consta de dos
modulos: un médulo adivinador y un moédulo verificador, y se comporta asi: dada una entrada
w?
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= el médulo adivinador genera, en forma no determinista, una palabra ¢ en tiempo polinomial
(c.r. al largo de la entrada w).

= Entrega w y ¢ al médulo verificador, que responde SI o No (en forma determinista) en
tiempo polinomial (c.r. al largo de w yc), segun si ¢ es un certificado de pertenencia de w
am.

Un problema de decisién m = (D, L) es soluble por un algoritmo no deterministico de tiempo
polinomial A si, para cada instancia positiva w € L, existe alguna computacién con entrada w
que termina en respuesta SI.

10.6.2. Ejemplos de problemas en NP
= CG(k): grafos k-coloreables. Aqui el certificado es una k-coloracién propia.

s PVVp: el problema del vendedor viajero, versién de decisién. Aqui el certificado es un
circuito de costo < k.

s CLIQUEDp: dado un grafo G y un entero positivo k, jtiene G un clique (subgrafo completo)
de tamano k7 Aqui el certificado es la lista de los k vértices.

= Compuesto: dado n € N, un certificado de que n es compuesto es uno de sus factores.

Ejercicio. ;Es posible dar un certificado eficiente de que un ntimero es primo?

10.7. Problemas N P-completos

10.7.1. Transformaciones entre problemas de decisién

Dados dos problemas de decisién 7 = (D, L) y ' = (D', L'), diremos que 7 es transformable
en ' si existe un algoritmo polinomial en |I| que, dada una instancia I de 7 genera una instancia
I’ de 7’ de modo que

ITeL<T'el.

Si 7 es transformable en 7/, anotaremos 7 oc 7.

Para ejemplos de transformaciones, ver mas adelante.

Estamos en condiciones de definir la clase de problemas N P-completos.
Un problema 7 se dice N P-completo si:

1. mre NPy
2. dado cualquier problema 7’ € NP, existe una transformacién «’ o 7.

Una consecuencia inmediata de que un problema de decisién 7 sea IN P-completo es que, si
hubiera un algoritmo polinomial para resolver 7, entonces dado cualquier problema ™ € NP,
habri a un algoritmo polinomial para resolver 7’.

A su vez, esto implicaria que muchos problemas de busqueda, optimizacién y evaluacion
podrian ser resueltos en tiempo polinomial.

Ejemplos de transformaciones entre problemas de decisién

1. Considere los siguientes problemas:

= CAMINO HAMILTONIANO
Dado un grafo G ; Existe un camino que pase por todos los nodos sin repetir ninguno?.

= CICLO HAMILTONIANO
Dado un grafo G jExiste un ciclo que pase por todos los nodos sin repetir ninguno?.

a) Encuentre una funcién f, que sea calculable en tiempo polinomial, tal que
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CAMINO HAMILTONIANO (G) « CICLO HAMILTONIANO (f(G))
b) Encuentre una funcién h, que sea calculable en tiempo polinomial, tal que

CICLO HAMILTONIANO (G) <» CAMINO HAMILTONIANO (h(G))
Solucion:

a) Insertele al grafo un nodo llamado u y conéctelo a todos los nodos de G.
Luego de esto debemos demostrar que

CAMINO HAMILTONIANO (G) + CICLO HAMILTONIANO (f(G))

= CAMINO HAMILTONIANO (G) — CICLO HAMILTONIANO (f(G))
Sabemos que existe un camino hamiltoniano en G, por lo que existen 2 nodos v y
w tales que son los extremos de ese camino, por lo que podemos detectar un ciclo
hamiltoniano en f(G) que pasa por el camino hamiltoniano en G, luego desde v
pasa a u'y de u a w, con lo que hemos cerrado el ciclo.

= CICLO HAMILTONIANO (f(G)) - CAMINO HAMILTONIANO (G)
Sabemos que existe un ciclo hamiltoniano en f(G), por lo que podemos encontrar
2 nodos v y w que son vecinos a u en el ciclo hamiltoniano, luego de esto vemos
que necesariamente tiene que existir un camino hamiltoniano entre v y w en el
grafo G, por lo que necesariamente existe un camino hamiltoniano en G.

Finalmente, como hemos demostrado la implicancia para ambos lados, hemos demos-
trado que

CAMINO HAMILTONIANO (G) «» CICLO HAMILTONIANO (£(G)).

b) Llevense a cabo los siguientes pasos:

= Témese un nodo y llamesele v.
= Insertele al grafo un nodo llamado v’ y conéctelo a v.

= Insertele al grafo un nodo llamado w y conéctelo a todos los vecinos de v en el
grafo original.

= Insertele al grafo un nodo llamado w’ y conéctelo a w.

Luego de esto debemos demostrar que
CICLO HAMILTONIANO (G) <» CAMINO HAMILTONIANO (h(Q))

= CICLO HAMILTONIANO (G) — CAMINO HAMILTONIANO (h(G))
Témese el camino hamiltoniano en G que comienza en v y termina en uno de sus
vecinos (camino que existe, ya que G tiene un ciclo hamiltoniano), luego tenemos
el camino hamiltoniano en h(G) que parte en v, luego pasa por v, tomando el
camino hamiltoniano en G que se encontré anteriormente, que termina en un
vecino de v, por lo que también es vecino de w, el camino pasa luego por w y
termina en w’. Hemos encontrado un camino hamiltoniano en h(G).

= CAMINO HAMILTONIANO (h(G)) — CICLO HAMILTONIANO (G)
Si se tiene un camino hamiltoniano en h(G), entonces ese camino debe comenzar
en v’ y terminar en w’ (debido a que ambos nodos son de grado 1), por lo que:
e Existe un camino entre v y w’ que pasa por todos los nodos de h(G) excepto
por v'.
e Existe un camino entre v y w que pasa por todos los nodos de h(G) excepto
por v y w'.
e Existe un camino entre v y uno de sus vecinos que pasa por todos los nodos
de h(G) excepto por v/, w y w'.
e Existe un ciclo que pasa por todos los nodos de h(G) excepto por v/, wy w'.
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e Existe un ciclo que pasa por todos los nodos de G.
e Existe un ciclo hamiltoniano en G.

Finalmente, como hemos demostrado la implicancia para ambos lados, hemos demos-
trado que

CICLO HAMILTONIANO (G) <» CAMINO HAMILTONIANO (h(G)).

= SUMA DE UN SUBCONJUNTO
Dados 2 ntimeros enteros positivos n y C, y un conjunto de n enteros positivos A =
{z1,...,z,} Existe un conjunto S C A que satisfaga Z z; = C?.
€S
= PARTICION
Dados un nimero entero positivo n y un conjunto de n enteros positivos A = {x1, ..., z, }
i Existe un conjunto S C A que satisfaga Z T, = Z ;7.
i€s icA—S

Se desea mostrar que es posible transformar el problema de SUMA DE UN SUBCONJUN-
TO al problema de PARTICION, o sea, dada una instancia I del primero, encontrar una
instancia I’ del segundo, en forma tal que la respuesta (SI o0 NO) a ambas sea la misma.

Muestre como operaria esta transformacién si se tiene la instancia I de SUMA DE UN

SUBCONJUNTO dada por
n = 20,C = 1000, A = {14, 25,29, 38,40, 47,59, 73,99, 100, 125, 126, 132, 133,134, 144, 158,164,173, 177}.
Nota: Puede usar el hecho de que

14+4-25+29+38+40+47+59+73+99+100+125+126+132+133+134+144+158+164+173+177 = 1990.

Solucion:

Primero que todo definiremos la variable s = Z a, con esta variable definida podemos ver

a€A
claramente 2 casos:

a) 2 x C = s. En este caso el problema de SUMA DE UN SUBCONJUNTO se reduce
al problema de PARTICION.

b) 2x C # s. Témese A = |s — 2 x C|. Con esto tenemos 2 posibilidades:
1) A ¢ A. En este caso definimos A’ = AU {A}, y podemos ver que ahi

SUMA DE UN SUBCONJUNTO (n, C, A) <+ PARTICION (n + 1, A')

Ya que si 2 x C' > s, la particién que no contiene a A sumard C, y en caso
contrario, la particiéon que si contiene a A sumard C' + A.

2) A € A, en este caso definimos A1 = s+ 1y As =s+ A+ 1. Con estos valores
nos aseguramos que si PARTICION nos dice que si, entonces A\ y Ao estaran
en particiones distintas- Luego de esto definimos A” = AU {A1, As}, y podemos
ver que ahi

SUMA DE UN SUBCONJUNTO (n, C, A) <> PARTICION (n + 2, A”)

Ya que si 2 x C > s, la particién que contiene a A1 sumard C + s+ 1, y en caso
contrario, la particiéon que contiene a Ay sumard C' + A + s + 1.

Finalmente encontramos una solucién para cada una de las posibilidades, por lo que siempre
podemos encontrar una instancia de PARTICION a partir de una instancia de SUMA DE
UN SUBCONJUNTO que cumpla con tener igual respuesta.

Para ver como se comportaria esto con los datos anteriormente ingresados tenemos que ver
lo siguiente:
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= s =1990.

= Vemos que 2xC # s, por lo que definimos A = |s — 2 x C| = (1990 — 2000| = |-10| =
10.

= Vemos que 10 € A, por lo que definimos

A’ = {10,14,25,29, 38,40, 47,59, 73,99, 100, 125, 126, 132, 133, 134, 144, 158, 164, 173, 177}.

» Resolvemos PARTICION (21, A").

En las siguientes preguntas, muestre una reduccion en tiempo polinomial de la versién de
optimizacion a la versién de decisién del problema presentado. En otras palabras, disenie un
algoritmo que, dada una instancia de la versién de optimizacién, la resuelva creando una
cantidad polinomial de instancias de la version de decisién y resolviendo esas instancias.

En las siguientes preguntas, muestre una transformacién en tiempo polinomial desde el
primer problema de decisién al segundo. O sea, muestre céomo, dada una instancia del
primer problema, es posible construir —en tiempo polinomial— una instancia del segundo
problema, de modo que las respuestas a ambas instancias sean iguales (ambas SI o ambas
NO).

. Problema 1: CIRCUITO HAMILTONIANO

Dado un grafo G = (V, E), jexiste en G un circuito Hamiltoniano, es decir, un camino
cerrado que pase por cada vértice exactamente una vez?

Problema 2: CAMINO HAMILTONIANO

Dado un grafo G = (V, E), jexiste en G un camino Hamiltoniano, es decir, un camino
—no cerrado— que pase por cada vértice exactamente una vez?

. Problema 1: CAMINO HAMILTONIANO

Problema 2: CIRCUITO HAMILTONIANO
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4. Problema 1: CUBRIMIENTO POR TRIPLES

Dados un entero positivo n, tres conjuntos X = {z1,...,2,}, Y = {y1,.. ., yn}t v Z =
{z1,...,2n}, y un conjunto T de triples de la forma (z,y,z) con x € X,y € Y,z € Z, jes
posible seleccionar n triples de T' de modo que cada elemento de X UY U Z aparezca en
exactamente un triple del conjunto seleccionado?

Problema 2: SUMA DE UN SUBCONJUNTO

10.7.2. Ejemplo de problema de decision: SAT

SAT: satisfactibilidad de férmulas proposicionales.

Problema: dada una férmula proposicional ¢, decidir si existe una asignacién de valores de
verdad (0 o 1) que la hace verdadera.

Un posible algoritmo de decisiéon: chequear la tabla de verdad de .

Respondase ST o NO segin haya una fila que termine en 1.

En el peor caso, este algoritmo es exponencial en el largo de la formula.

No se conoce una solucién de tiempo polinomial, i.e., no se sabe si SAT € P.

10.7.3. SAT en forma normal conjuntiva

Otro problema de decisién (que denotaremos SAT-FNC) es similar a SAT, pero exigiendo
que todas las férmulas estdn expresadas en Forma Normal Conjuntiva.

Dado Fj (el conjunto de proposiciones atémicas), un literal es toda férmula atémica (variable
proposicional) o negacién de una férmula atémica. Por ejemplo, si Fy = {p,q,r}, entonces los
literales son p, q,r,—p,—q y —r.

Recordemos que una férmula proposicional estd en Forma Normal Conjuntiva (FNC) si es
una conjuncién de disyunciones de literales:

n

/\(\/ lij)-

i=0 j=0

Por ejemplo, la férmula (pV ¢) A (mpV =1V s) A (¢ V t) estd en FNC.
Cada disyuncién se llama cldusula.

10.7.4. Transformaciones entre SAT-FNC y SAT

Se sabe que SAT-FNC «x SAT y viceversa.

Que SAT-FNC o< SAT es obvio: dada una instancia I de SAT-FNC, basta tomar I’ = I
como instancia de SAT y vemos que I € SAT-FNC « I' € SAT.

Para el reciproco, uno estaria tentado de usar el siguiente teorema:

Teorema. Toda formula de un lenguaje L(P) es ldgicamente equivalente a una férmula que
estd en FNC.

{Cudl seria el problema?

Mencionaremos una demostracién un poco més alambicada de que SAT < SAT-FNC'...

10.7.5. Relacién entre Py NP

Se tiene trivialmente P C NP.

Tenemos muchos problemas en NP que no sabemos si estdn en P o no (SAT, CLIQUEp,
PVVp, etc.).

Conjetura de Steve Cook (1971): P & NP, es decir, habria problemas en NP que
no estan en P.

. Candidatos? Todos los problemas N P-completos. ?Sabemos si existen problemas N P-completos?

Si: el primero fue SAT — FNC; después vinieron otros como CLIQUEp, CG(3), PVVp, ...
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10.8. El teorema de Cook

Teorema (Cook, 1971). SAT-FNC' es N P-completo.
Recordemos que esto quiere decir que:

= SAT-FNC € NP.

= Dado un problema cualquiera 7 € NP, se tiene 7 «x SAT-FNC (o sea, m puede ser
transformado en tiempo polinomial a SAT-FNC).

Es decir, SAT-FNC es el problema més dificil (o uno de los problemas mds dificiles) en la clase
NP.

Si se pudiera resolver SAT-F'NC' en tiempo polinomial determinista, todo problema de la
clase NP también, automaticamente ...

En particular, CG(3), PVVp, CLIQUED, ..., pueden ser transformados en tiempo polino-
mial a SAT-FNC.

Miés atin, se demostré después (Richard Karp, 1972) que ¢/u de estos problemas también es
N P-completo.

10.8.1. ;Cémo se demostraria que P = NP (o que P # NP)?

Esta es la pregunta del millén de délares! ...

Para demostrar que P = N P, bastaria probar que existe algin problema N P-completo que
estd en P.

Para demostrar que P # NP, bastaria probar que existe algun problema N P-completo que
no esta en P.

Demostrar que un problema es N P-completo es dar un fuerte indicio de que es muy dificil,
de hecho, un indicio (pero no demostracién) de que no es soluble en tiempo polinomial por
algoritmos deterministas.

Si se demuestra que uno de ellos estd (o0 no estd) en P, todos los otros problemas N P-
completos le siguen ...

Hay unos 10.000 problemas N P-completos esperando, entre ellos muchos de alta importancia
practica.

10.8.2. ;Coémo se demuestra que un problema es N P-completo?
1. Demostrando que estd en NP,y
2. Transformando a él, en tiempo polinomial, otro problema ya establecido como N P-completo.

En lugar de demostrar que todo problema € N P puede ser transformado a nuestro candidato
a problema N P-completo, basta probar (2), gracias a la transitividad de o.

Ejemplo: CLIQUE es N P-completo

Solucién: Por la transitividad de las reducciones polinomiales, y porque CLIQUE € NP
(;por qué?), basta con demostrar que: SAT «x CLIQUE.

Es decir, hay que encontrar una funcién f computable en tiempo polinomial tal que, si x
codifica una férmula ¢ en FNC, entonces f(x) codifica un grafo G = (V,E) y un entero k
tales que: @ es satisfactible si y sélo si G tiene un subgrafo completo de tamano k (la misma
construccién que sigue funciona si pedimos “de tamano > k7).

Veamos cémo construir G y k a partir de ¢: primero, k es el nimero de clausulas en ¢, es
decir, ¢ es de la forma C; A --- A C.

Ahora, cada literal en ¢ (esté repetido o no) aporta un vértice al grafo G, es decir, si C; tiene
m literales, esta cldsula aporta m vértices a G.

Con respecto a las aristas, colocamos una arista uniendo a los vértices ¢ y j si y solo si:

ILiteralmente.
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= ;y j provienen de diferentes clasulas, y

= iy j (mejor dicho, sus correspondientes literales) no son complementarios, es decir, no es
uno la negacién del otro.

Por ejemplo, la férmula (z1 V x2) A (mz2 V 23) A (23 V —21) da lugar a k = 3 y a un grafo
con 6 vértices:

Xo X3

X, X

—1X) X3

Afirmacién: G tiene un subgrafo completo de tamano k si y sélo si ¢ es satisfactible.

En efecto: Primero demostramos “=".

Notese que si ¢ y j estan conectados por una arista en GG, entonces se les puede dar el valor
de verdad 1 en ¢, sin conflicto.

Si hay un subgrafo completo de tamafno k, entonces ¢ tiene al menos k literales, todos de
clausulas diferentes, y a cada uno se le puede asignar el valor de verdad 1 en ¢, sin entrar en
conflictos con los demas.

Como ¢ tiene exactamente k clausulas, esto da un literal en cada clasula, y asi, se puede
hacer verdadera la férmula completa.

Esta es una asignacion de verdad que satisface la férmula.

Ahora demostramos la implicacién inversa “<".

Supongamos que ¢ es satisfecha por una asignacion o.

Fija o, cada clausula C; debe tener un literal 7 tal, que o(l7) = 1.

El conjunto de literales {I*,...,I*} corresponde a un subgrafo completo en G de tamaiio k.

Para probar esto, necesitamos sélo establecer que, para i y j arbitrarios, I’ y I/ estdn conec-
tados por una arista en G.

Noétese que:

= [ y I provienen de cldusulas diferentes (por construccién), y
= [ y I’ no entran en conflicto uno con otro (pues a ambos o les da el valor de verdad 1).

Esto demuestra la afirmacion.

Finalmente, hay que mencionar que esta construccién puede ser hecha en tiempo polinomial
en |g].

Esto es facil de ver, pues G tiene tantos vértices como literales tiene ¢, digamos n.

Determinar cudles son las aristas a colocar en G toma tiempo n?.

10.8.3. La demostracion del teorema de Cook

Todo eso estd muy bien, pero cuando Cook demostré que SAT-FNC es N P-completo lo
hizo sin tener un problema N P-completo en el cual apoyarse.

., Cémo lo hizo?

Sea m un problema en NP. Eso quiere decir que existe un polinomio p(n) y un algoritmo
no deterministico A (modelado matematicamente por una maquina de Turing) que, dada una
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instancia I de 7 de largo |I| = n, intenta adivinar un certificado ¢(I) e intenta chequearlo en
tiempo < p(n).

Cook mostré que existe un polinomio g(n) tal que es posible, dada la instancia I, construir
en tiempo < ¢(|/]) una férmula proposicional ¢(I) que es satisfactible si y sélo si existe una
computacién de A que le permite demostrar que I € 7 (de hecho, la asignacién de verdad que
satisface ¢(I) corresponde a las distintas etapas y condiciones de dicha computacién).

10.9. Otros problemas N P—completos

Recubrimiento de un Grafo por Vértices: Dado un grafo G y un entero positivo k, jexiste
un recubrimiento de G de tamano a lo mas k7

Particion: Dado un conjunto A de enteros positivos, jes posible encontrar un subconjunto .S

de A tal que
Zx: Z x?

zes T€A-S

Suma de un subconjunto: Dado un conjunto A de nimeros enteros positivos, y un entero
positivo K, jes posible encontrar un subconjunto S de A tal que

ch:K?

€S

3-colorabilidad: Dado un grafo GG, jes posible pintar los vértices de G con 3 colores de modo
que vértices adyacentes tengan colores distintos?

10.9.1. Ejemplo: recubrimiento de un grafo por vértices

Considere el siguiente problema:

Problema de Recubrimiento de un Grafo por Vértices (RGV).

Dado un grafo G = (V, E), tenemos las siguientes versiones:

Problema de optimizacién (RGVp): encontrar un recubrimiento de tamaino minimo, es decir,
un conjunto de vértices de tamano minimo tal, que cada arista tiene al menos un extremo en el
subconjunto.

Problema de decisién (RGVp): dado un entero positivo k, jexiste un recubrimiento de G de
tamano a lo méas k7 (este problema es N P-completo).

Demuestre que, si RGVp se puede resolver en tiempo polinomial, enton ces también RGVp
se puede resolver en tiempo polinomial (el reciproco es inmediato).

Ayuda: primero determine el tamano N de un recubrimiento éptimo de G.

iCuidado con la tentacion .. .!

Uno podria sentirse tentado, una vez calculado el tamano N de un recubrimiento éptimo de
G, a chequear todos los posibles subconjuntos de vértices de tamano N, para ver si forman un
recubrimiento. Este algoritmo no es de tiempo polinomial:

Primero que todo, chequear si un subconjunto de tamano N es recubrimiento toma (incluso
usando fuerza bruta) tiempo O(N?3) C O(n?), es decir, polinomial en n. Ahf no est4 el problema.

Por otro lado, hay (;L,) subconjuntos a verificar. Esto da tiempo O(n? x (X[) El coeficiente
(N+1)---n
tiempo es polinomial en n. Sin embargo, el problema original es el de encontrar el recubrimiento
6ptimo, y en ese problema no aparece el N como pardametro. El IV salié de manera intermedia y
depende de n (y de la instancia), de hecho, N puede ser arbitrariamente cercano a n (en el peor

caso). Asi, tenemos un tiempo O(n™).

binomial da que es menor o igual a n'¥. Esto podria sugerir que, como N est4 fijo, que el
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Capitulo 11

Aritmética modular y criptografia

11.1. Divisibilidad. Maximo comun divisor

Definicion 50. Sean a,b € Z. Decimos que b divide a a (o también que a es divisible por b, o que
a es un multiplo de b, o que b es un factor de a, o que b es un divisor de a) si y sélo si existe
k € Z tal que a = bk.

Notacion. Denotamos el que b divide a a por b | a.

11.1.1. El algoritmo de la division

El siguiente teorema es llamado el algoritmo de la division; aunque no es precisamente un
algoritmo, sugiere (o més bien dicho, su demostracién sugiere) un algoritmo para calcular el
cuociente y el resto de una “divisién entera”:

Teorema (Algoritmo de la divisién). Sean a € Z, b€ Z, b # 0.

Entonces existen q,r € Z tales que a =bg+r y 0 < r < |b].

Estos enteros q y r son unicos, y son llamados, respectivamente, el cuociente y el resto de la
division de a por b.

Demostracion. Considérese el conjunto
S={a—-br:x€Zya—>bxr>0}.

Si a > 0 entonces a € S, y si a < 0 entonces a — |b|a € S, por lo que —en cualquier caso—
S £ 0.

Como ademds todos los elementos de S son > 0, S es acotado inferiormente. Por el principio
del menor entero, S debe tener un elemento minimo. Llamemos a éste 7.

Sea g € Z algtn entero tal que a — bg = r (dicho entero debe existir, por la definicién de S).

Claramente, r > 0. Pasamos a demostrar que r < |b|. Si as{ no fuera, entonces ' = r — |b| =
a—bg—|b| >0y por lo tanto 7' € S, ' < r contradiciendo la minimalidad de r.

Asi, existen ¢q,r € Z tales que a =bg+1r, 0 < r < |b].

Demostramos a continuaciéon que ¢ y r son los 1inicos enteros con estas propiedades.

Sia=0b¢+7" con0 <7 <|b, entonces 0 = bqg+r — (bg' +r') =blqg—¢')+ (r —r'), de
donde ' —r = b(q¢’ — q), por lo que r’ — r es divisible por b.

Pero 0 < r, 7" < |b] implica que — |[b| < 7" —r < |b|, por lo que el dnico posible valor de ' — r
divisible por b es v’ —r =0, o sea, r = 1.

Finalmente, como a = bg+7 = bq’ + 1 y b # 0, debe tenerse q = ¢'.
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11.1.2. Divisores comunes. Maximo comun divisor

Sean a,b € Z, no ambos cero.
Consideremos el conjunto

S={neN:ndivideaayab}.

Sabemos que a y b no son ambos cero. SPG, supongamos a # 0. Entonces n € S — n < |al,
por lo que S es acotado superiormente. Como ademés 1 € S, S # (), por lo que S debe tener un
elemento mdzimo.

Sea d el maximo elemento de S. Entonces tenemos:

1. d es un divisor comin de a y b; y

2. si d’ es un divisor comun de a y b, entonces d’ < d.

La propiedad anterior nos permite dar la siguiente definicién:

Definicion 51. El mayor elemento del conjunto S es llamado el mdzimo comin divisor de a y b,
y es denotado med(a, b); en algunos libros también (a, b).

Note que esta definicién no nos permite hallar en forma eficiente el maximo comun divisor
entre dos enteros.

Antes de dar un algoritmo para calcular el méximo comun divisor entre dos enteros, veamos
que

med(a, b) = med(|al, |b]).

O sea, podemos siempre reducir el cdlculo del maximo comun divisor al caso en que ni a ni b son
negativos.

11.1.3. El algoritmo de Euclides.
PENDIENTE

11.1.4. El algoritmo extendido de Euclides

Vimos que, dados a,b € N, a,b > 0, se tiene mcd(a,b) = min{ax + by : x,y € Z}.

Una modificacién al algoritmo de Euclides nos permite hallar dos enteros z,y tales que
ax + by = mced(a, b).

PENDIENTE

11.2. Aritmética modular
Consideramos Z,, con las operaciones + mdd n y - méd n (suma y producto médulo n).
Se puede demostrar (hacerlo!) que [Z,,+ mdd n,- mdd n,0,1] es un anillo, es decir, como
un cuerpo, pero puede fallar la existencia de inversos multiplicativos, dependiendo de n.
La estructura de [Z,,+ mdd n,- méd n,0,1] es como sigue:
s [Z,,+ mdd n,0] es grupo conmutativo.

= [Z,,- mdd n,1] es conmutativo, asociativo, 1 es neutro.

= - méd n distribuye c.r.a. + méd n.
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11.2.1. Relacién entre Z y Z,

Tanto Z como Z,, son anillos. ;Qué propiedades algebraicas se mantienen entre uno y otro?
Consideremos f : Z — Z,, definida por:

a—a méd n. (el resto de la divisién de a por n).

Se tiene que f es homomorfismo de anillos (también Z es anillo), o sea:

flay-az) = (f(a1) - f(az)) médn
fla1 +az2) = (f(a1) + f(az)) méd n

Si escribimos = +,, y en lugar de (z +y) mdéd n, podemos escribir:

flar +a2) = f(a1) +n flaz2)
fla1 - az) = f(a1) -n flaz)
Otra forma equivalente de escribir esto mismo es:
(a1 +a2) médn=((ag médn)+ (a2 mdéd n)) mdd n
(a1-a2) médn=((ag médn)-(az méd n)) méd n

Obviamente f no es isomorfismo, ya que entonces Z y Z, tendrian la misma cardinalidad.

11.2.2. Inversos en 7,

Deciamos que Z,, es un anillo, o sea, tiene estructura similar a un cuerpo, pero no todo
elemento # 0 tiene (necesariamente) un inverso multiplicativo.

1 Qué elementos en Z,, — {0} = {1,...,n — 1} tienen inverso multiplicativo?

Veamos:

Teorema. a € Z, — {0} tiene inverso multiplicativo en Z,, (o sea, existe x € Zy, tal que a - x
méd n =1) si y sdlo si med(a,n) = 1.

Demostracion. Sea d = mcd(a,n).

Supondremos primero que x € Z, es el inverso multiplicativo de ¢ médulo n. Entonces existe
k € Z tal que ax = kn + 1. Pero entonces 1 = ax — kn, de donde d | 1 (ya que, como d | a y
d|mn,setiene d | ax y d | kn). Asi, d = 1.

Supongamos ahora que d = 1. Entonces podemos asegurar la existencia de dos niiumeros
enteros x,y tales que axr + ny = 1 (ver problema 2, 13)! Pero entonces ax = —ny + 1, o sea,
ar =1 (méd n), de donde x = a1 en Z,.

O

11.3. Cuerpos
La propiedad demostrada en la tltima seccién tiene el siguiente
Corolario. Z, es un cuerpo si y solo sin es primo.

Demostracion. Ejercicio.

Ejemplo. n = 5.

+510 1 2 3 4 s]0 1 2 3 4
00 1 2 3 4 00 0 0 0 O
111 2 3 4 0 110 1 2 3 4
212 3 4 0 1 210 2 4 1 3
313 4 0 1 2 310 3 1 4 2
404 01 2 3 410 4 3 2 1

IMés atin: el Algoritmo Extendido de Euclides nos da una forma eficiente de calcular estos enteros.
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Ejemplo. n =4, Z, no es cuerpo

10 1 2 3 4]0 1 2 3
010 1 2 3 0/0 0 0 O
1|1 1 3 0 110 1 2 3
212 3 0 1 210 2 0 2
303 01 2 310 3 2 1

El 2 no tiene inverso multiplicativo: med(4,2) = 2 # 1.

A continuacién enunciamos (sin demostracién todavia) dos teoremas importantes. Daremos
las demostraciones mds adelante.

11.3.1. El pequeno teorema de Fermat

Teorema (Pequeno teorema de Fermat). Sea p primo. Para todo a € {1,2,...,p— 1} se tiene
a? t'médp = 1.
Ejemplo. Consideremos p = 11. Se tiene:

1" méd 11 =2 méd 11 = --- = 101° méd 11 = 1.

11.3.2. El teorema chino de los restos

Sean a,b € Z, a,b > 1, con mced(a,b) = 1.
Para todo u,v € N, con 0 < u < a,0 < v < b, existe un tnico = € N, tal que:

1.0<zx<ab
2. x méd a =u
3.z méd b=v

Para demostrar el teorema hay que demostrar existencia y unicidad.

11.4. Introduccién a la Criptografia

Propésito: poder codificar (encriptar) mensajes (informacién) para ocultar su contenido.

El proceso de codificaciéon debe ser efectivo y eficiente.

La decodificacién (desencriptacién) debe ser computacionalmente intratable (cuando no se
cuenta con cierta informacién especifica, propia del método de encriptacion).

Se denomina “criptografia moderna” a aquella basada en teoria computacional de ntimeros.

Hay varios protocolos criptogréaficos, que tienen que ver con la forma en que se distribuye las
funciones de encriptacién (o sus claves), y con las funciones mismas.

11.4.1. Un protocolo de encriptacion de clave publica

1977: Rivest, Shamir & Adleman (RSA).

Se supone que los mensajes (antes de la encriptacién) ya son nimeros enteros.

Agente A quiere recibir mensajes encriptados de otros agentes.

Publica una clave que permite a los otros codificar los mensajes que le envian, pero sélo él
puede leerlos.
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11.4.2. Codificacién en RSA
El agente A:

= Elige dos ntimeros primos grandes p y ¢, y calcula N =p - q.

= Elige e tal que: med(e, (p—1)(¢ — 1)) = 1, primo relativo con (p —1)(¢ — 1) (en particular,
puede ser otro primo).
= Calcula s,t tales que: se +t(p—1)(g—1) =1.

Esto se puede hacer en tiempo polinomial con el algoritmo extendido de Euclides.
= Publica N y e

= Dice a los otros: al enviarme mensajes M, encriptenlos usando la siguiente funcién de
encriptacién:

E(M) = M°méd n.

El resto de la divisién de M*® por n se puede calcular en tiempo polinomial (pendiente)..

11.4.3. Decodificacién en RSA
= jiijA se guarda p, q, s, t!!!!

= Para leer el mensaje, A aplica la funcién de desencriptacion:
D(E(M)) = (E(M))* méd n = M.

Esto lo puede hacer en tiempo polinomial si conoce s y n.

11.4.4. Supuestos para que RSA funcione

Se supone que sélo A conoce la funcién D.

Se cree que, a no ser que sea facil factorizar niimeros naturales en factores primos, una
persona que conoce s6lo n y e, no va a poder calcular eficientemente s (pues parece que requiere
depy q).

Tampoco se conoce otra forma eficiente de calcular D a partir de n y e.

La idea es que D no pueda ser obtenida ficilmente a partir de E (es lo que se llama “funcién
en un solo sentido”, o “funciones con puerta trampa”).

Uno de los supuestos bésicos es que factorizar nimeros enteros no puede ser hecho en tiempo
polinomial (una suposicién base de la criptograffa, un problema abierto).

11.4.5. Firma de mensajes

Lo anterior también se puede usar para firmar mensajes.

Vefamos que D(E(M)) = M para todo M. Supongamos que, ademds, E(D(M)) = M, para
todo M.

A puede firmar un mensaje M enviado a B:

20120

El nimero D(M) es la firma del mensaje, (pero no envia la funcién D).
Sélo el que conoce D, es decir, A, puede aplicar D.

A puede firmar eficientemente mensajes con D.

., Cémo reconoce B que M fue enviado por A?
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11.4.6. Verificacién de la firma

B ha recibido un par (M, M’).

Para convencerse de que, efectivamente, éste ha sido enviado por A, debe convencerse de que
M’ = D(M).

,Cémo se convence de esto?

Como B tiene E (que le fue enviado por A), B aplica E a la “firma” M'.

Si BE(M') =M = E(D(M)), entonces M’ = D(M), y asi B sabe que el mensaje fue enviado
por A.

B puede verificar eficientemente todo esto.

Hay que probar que el protocolo es correcto, es decir, que

1. D(E(M)) = M, 2. E(D(M)) =M.
Veremos la demostracién de 1. (la otra es similar).
D(E(M)) = (E(M))® méd n

= (M*®)° méd n

= M*“°® méd n

= M1-te-D-1D) 14d n

= pMDE-D@-D+1 podn

£ M méd n

= M(si n es grande)

Hay que probar que:
MEDE=DE=D+ 1m6d p = M méd n.
Lema. Sean p primo, a, K € Z, K > 0. Entonces:
KP=DH 1m6d p = @ méd p.
(generalizacion del pequenio teorema de Fermat)

Demostracion.

KD+ msd p = (((@® méd p)P~! méd p) - (@ méd p)) méd p

(1-(a méd p)) méd p

= ambd p.

Teorema. Para enteros M,k > 0 y primos p1,ps:

MEEL=D)(p2—1)+1 méd (p1p2) — M méd <p1p2).

Demostracion. Usar el lema anterior con a = M, K = k(py — 1) y p = pa:
ME@=D(P2—1)+1 1154 po = M méd ps.
También podemos aplicar el lema con a = M,k = K(ps — 1) y p = p1:
ME@=D(P2—1)+1 154 p1 = M méd p;.
Tenemos:

MFP=DP2=D+1 154 gy M méd ps (11.1)
MFP=DE=D+1 5q py = M méd py (11.2)
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;,Cémo las combinamos para obtener lo deseado?.

Por el Teorema Chino del Resto, como med(py,p2) = 1, la siguiente funcién es 1-1 y sobre:

o ZP1P2 - Z;Dl X ZP2

x +— (z mdd p1,z méd py)

Es facil verificar, usando (11.1) y (11.2), que

o(MFP=DE2=DF 64 (ppy)) = o(M méd (pip2))

Como o es 1-1, los argumentos son iguales. O
Volviendo a nuestro escenario criptografico, tenemos:

MEE=D@=D+1 méd n = M méd n, para k > 0.

Problema:

= ;Cémo podemos asegurar que M~ @=D@=D+1 méd n = M méd n?
= ;Podemos asegurar que —t >= 07

El —t € Z sale del AEE.
Podemos elegir ¢t <0, tal que

scet+t-(p—1)(¢—1)=17
Si es asi, tendremos finalmente:
MEDE=D=D+1 yed n = M méd n.

. Se puede controlar el signo de ¢?
No hay necesariamente unicidad en la CLE.

Lema. Sean a,b € Z,b > 1, mcd(a,b) = 1.

Ezisten s,t € Z, tales quea-s+b-t=1yt <0.

Demostracion. Ejercicio.

11.5. Exponenciacién modular

Un ingrediente fundamental para poder implementar eficientemente RSA es el poder calcular

b méd n en forma eficiente. Veremos dos implementaciones de esta funcién.

11.5.1. Exponenciacién modular (naive)

Dados b,n € ZT,e € N, el siguiente algoritmo calcula b¢ méd n:

Precondicién: b,n € Z™,e € N.

1:
2:
3:

8:
9:

T n; Yy bz 1
while =z # 0 do
if z es impar then
2420y
end if
v |3
Yy
end while
return z méd n
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11.5.2. Complejidad del algoritmo anterior

,Cudl es la complejidad del procedimiento anterior para calcular 6 méd n?

Supondremos que sumar dos numeros de k bits toma O(k) operaciones y multiplicar dos
nimeros de k bits toma O(k?) operaciones (esta 1ltima suposicién puede ser mejorada).

Sean b, e y n tres ndmeros de k bits ¢/u. Si llamamos x;, y;, z; a los valores de z, y, z después
de i iteraciones, y |a| a la cantidad de bits de a, vemos que:

< Jlogon+1] <k.
=yl < k-2
Wz <k(Q424- 4200 <20

El tiempo que toma, en cada iteracién, calcular z -y e y* es aproximadamente, O((k -2%)?) =
O(k22%).

Al final del loop, cada una de estas operaciones toma O(k222F).

iEsto es exponencial en k!

. Es posible mejorar esto? Si en lugar de dejar crecer y y z indiscriminadamente, los mante-
nemos “chicos” (no més de k bits en cada iteracién), las multiplicaciones no serdn tan costosas.

11.5.3. Exponenciacién modular (mas astuta)

El siguiente algoritmo usa la idea anterior:

Precondicién: b,n € Z*,e € N.

I x+ey+ b z+1;

2: while z # 0 do

3: if x es impar then

z4+ z-ymbddn

end if
v 3]
y < y? méd n
8: end while
9: return z

11.5.4. Complejidad del algoritmo anterior

La complejidad del algoritmo anterior es O(k - k%) + O(k - T,,,) = O(k®) + O(k - T,,), donde
T,, es el tiempo que toma calcular a mdd n, siendo a un nimero de 2k bits y n un ntmero de k
bits.

Ejercicio. Demuestre que T, es O(k?).
Con el resultado del ejercicio anterior, es posible demostrar que la complejidad del algoritmo
completo es O(k?).

11.6. Otros teoremas importantes, y demostraciones pen-
dientes

11.6.1. Teorema fundamental de la aritmética

Teorema. Todo nimero entero positivo N tiene una unica representacion como producto de
potencias de nimeros primos (excepto por reordenamiento de los factores). En otras palabras,
dado N € 7T, es posible escribir en forma tnica

N:p‘il...pgs
con s > 1,p1,<py <...<ps Primos.
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Ejemplo. 2200 = 23 - 52 - 111,
El teorema se demuestra usando los siguientes tres siguientes resultados, mas induccién por
curso de valores:

Lema. Sean a,b,c € Z, tales que a # 0, a | be. Si med(a,b) = 1, entonces a divide a c.

Corolario. Sean p,a,b € Z,p primo. Si p | ab, entonces p|a o p|b.
Ejemplo. 3|112—>3]2-6—>3|203]6.
El ultimo ingrediente que necesitamos para demostrar el TFA es el siguiente:

Lema. Seann > 1 y p1,p2, - ,Pn Primos; p primo.
Si p divide al producto py - - - pn, entonces, para algin i, 1 <i<n, p=p;.

Ejercicio. Usando los dos lemas y el corolario anterior, demuestre el TFA.

11.6.2. Demostraciéon del pequeno teorema de Fermat

Algunos hechos ya conocidos:

1. Para p primo, y todo a € {1,...,p— 1}, existe b€ {1,...,p— 1} tal que ab=1 (mdd p).
2. Para p primo, y todo a,c € {1,...,p— 1}, existe b € {1,...,p — 1} tal que ab = ¢ (méd p).
Ademis, se puede demostrar lo siguiente:

3. Para p primo, y cada a € {1,...,p — 1}, la funcién f, definida por: f,(b) = ab méd p, con
b € Zy, tiene las siguientes propiedades:

» Estd definida en todo Z;.

= Toma sélo valores en Zy, es decir, nunca fq(b) = 0.

Toma todos los valores en Z,, es decir, es una funcién sobreyectiva de Zy en Zy.

= Luego, es también 1-1 ahi.

Es una permutacion de Zj,.

Ejemplo. Consideremos p = 3.
Lz = {1,2}
fo=(2-2)méd 3, z =1,2.
f2(1) =2, f(2) = 1, una permutacién de {1,2}.

Fijemos a € Z;. Como fu(1),..., fa(p — 1) es una permutacién de Zj, se tiene

p—1 p—1
[[r.0 = JIv
b=1 b=1

[[(a) médp) = J[p / médp
b=1 b=1
(J]l(ab) médp)) médp = (J]b) médp
b=1 b=1
([J(ab)) médp = (J]b) médp
b=1 b=1

El dltimo paso a la izquierda lo justifica la propiedad de homomorfismo.
Luego:

p—1 p—1
(JT®) ") médp=(J[b) médp
b=1 b=1
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p—1 p—1
(IT» médp)-((@*") médp)) méd p = ([T®) méd p.
b=1 b=1

Ahora, ( i);ll b) méd p € Z, y es distinto de 0, es decir, pertenece a Z; (si lo fuera, el
producto seria divisible por p, luego, uno de los factores tendria que ser divisible por p, lo que
no es posible pues todos son menores que p).

Otra manera de justificarlo, con un resultado general de la teorfa de cuerpos (Z, es un
cuerpo): en un cuerpo, “no hay divisores del cero”, es decir, si a - b =0, entonces a =0 0 b = 0.

Entonces, existe el inverso multiplicativo del producto en Z7. Podemos multiplicar a ambos
lados por él, como al lado izquierdo tenemos la multiplicaci’on en Z7, queda:

a?™! méd p=1.

El pequeno teorema de Fermat sale como consecuencia inmediata de un resultado general de la
teoria de grupos:.

Teorema (Lagrange). Para todo grupo finito [G,*, €] y para todo g € G:
gl¢l = e.

Caso Particular: [{1,...,p—1},- mdd p, 1] es un grupo, su cardinalidad es p— 1, luego, para
todo a € {1,...,p— 1}, se tiene a?~1 = 1.

iNotar el poder de resultados generales del algebra abstracta, en este caso, de la teoria de
grupos!
11.6.3. El (gran) teorema de Fermat

Dados z,y,z € Z — {0}, n € N, n. > 2, se tiene

oyt #£ 2"

11.6.4. Demostracion del teorema chino de los restos
Unicidad

Supongamos 0 < z,z’ < ab, y que:
1. z méda=u 3.2 méda=u
2.2 médb=v 4. 2/ médb=wv

Hay que demostrar que = = 2.

De 1y 3, 2 méd a = 2’ méd a, de donde a | (z — z'). Asi, (x — 2’) = ¢ a para algin ¢
entero.

Anélogamente, b | (z — 2’), de donde b divide a ¢ - a. Pero med(a,b) = 1, de donde b | ¢, es
decir, c =k - b.

Luego: (x — ') = k- a-b. Entonces, ab divide a (z — z’). Pero z,2’ son no negativos y
x,x’ < ab, por lo que necesariamente x — x’ = 0.

Existencia

Daremos una demostracion constructiva, es decir, un procedimiento para construir x.

Este procedimiento puede entenderse como inspirado en el proceso de interpolaciéon de La-
grange: si se quiere hallar un polinomio p(x) con valores vy, va, ..., v, en los puntos 1, Ta, .. ., Tn,
podemos tomar

n
p(x) = vipi(x),
i=1
donde p; es un polinomio que vale 1 en z; y 0 en todos los x; con j # i.
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FEjercicio. Encuentre una férmula para p;(z).
Sabemos que existe una CLE: s-a+1t-b=1, con s,t € Z.
Esta CLE es computable eficientemente.
Los valores sa y tb juegan el rol de los p; en la interpolacién de Lagrange: sa y tb satisfacen

tb méda = 1,
tb médb = 0,
sa méda = 0,
sa moéodb = 1.

De aqui, obtenemos que
x = (sav + tbu) mdd ab

(que es computable eficientemente) satisface las condiciones pedidas.
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