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Mi - au, mi - au! Horst du mich schrei-en? Mi - au, mi - au, ich  will dich frei-en.
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Folgst du  mir aus den Ge-ma-chern, sin - gen  wir hoch auf den Da - chern.
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Mi - au, komm, ge-lieb -te Kat - ze, mi - au, reich mir dei-ne Tat - ze!

Miau, miau, hérst du mich schreien?
Miau, miau, ich will dich freien.

Folgst du mir aus den Gemachern,
singen wir hoch auf den Dachern.

Miau, komm, geliebte Katze,
miau, reich mir deine Tatze!
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Tercer Acto: Aplicaciones

Algoritmos, grafos y nlimeros
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Playlist Tercer Acto

DiscretiWawos #3

Ademas sigan en instagram:
Qorquesta_tamen
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https://open.spotify.com/playlist/1CoU9PsVFHFOEv4uwR3VJr?si=d092f9dbc71449e3&pt=74477d41a29677b8b13e555f02728734
https://www.instagram.com/orquesta_tamen/

Notacidn

Dados a,b,n € Z, si a=, b también podemos escribir:
a=b (mod n)

Esta es la notacién mads usada en la literatura.
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Ecuaciones de congruencia

Definicion
Una congruencia lineal es una ecuacién de la forma

ax = b (mod n)

donde ne N-{0}, a,be Z y x es una variable.
Ejemplos
3x =2 (mod 7)

4x =3 (mod 6)

i Cémo resolvemos estas ecuaciones?
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Inversos modulares

Definicién (con nueva notacién)

b es inverso de a en médulo n si
ab=1 (mod n)

Podemos denotarlo como a™*. Qjo: no es lo mismo que %
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Inversos modulares

Teorema

a tiene inverso en médulo n si y sélo si MCD(a, n) = 1.
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Objetivos de la clase

Conocer la estructura de una congruencia lineal
(1 Resolver congruencias lineales
Demostrar el teorema chino del resto

[ Resolver sistemas de congruencias lineales
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Ecuaciones de congruencia

Corolario (del teorema de los inversos)

Si a'y n son primos relativos, entonces ax = b (mod n) tiene solucién en Z,,.

Ejercicio

Demuestre el corolario.

Ejercicio

Resuelva las ecuaciones anteriores.
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Ecuaciones de congruencia

Corolario (del teorema de los inversos)

Si a'y nson primos relativos, entonces ax = b (mod n) tiene solucién en Z,.

Como a y n son primos relativos, a tiene inverso en médulo n. Entonces:

ax=b (mod n) < (a'-a)x=(a'-b) (mod n)
< x=(at-b) (mod n)
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Ecuaciones de congruencia

Ejercicio
Resuelva 3x = 2 (mod 7).
El inverso de 3 en médulo 7 es 5: 3-5=15=1 (mod 7).

x =52 (mod7)
=10 (mod 7)
=3 (mod 7)

x = 3 es solucién en Z7.
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Teorema Chino del Resto

Ejercicio

El General Tso se encontraba préximo a una nueva batalla, pero esta vez
queria saber cudntos soldados de su ejército resultarian muertos, y para eso
necesitaba contarlos.

Si los soldados se ordenaban en filas de 3, sobraban 2 soldados. Si se
ordenaban en filas de 5, sobraban 3, y si se ordenaban en filas de 7, solo

sobraban 2.
Si x es la cantidad de soldados en el ejército del General Tso:

x =2 (mod 3)
x =3 (mod 5)
x =2 (mod 7)

i Cémo resolvemos este sistema de ecuaciones?

13/23



Teorema Chino del Resto

Teorema
Sean my, my,..., m, con m; > 1 tal que mj, m; son primos relativos con
i#j. Para ai,a,...,an € Z, el sistema de ecuaciones:

x =a1 (mod my)

x =a, (mod my)

x =ap (mod my)
n
tiene una tnica solucién en Z, con m =[] m;

i=1

La demostracidn es constructiva: jnos dara la solucién!
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Teorema Chino del Resto

Ejercicio

Demuestre el teorema.

Ejercicio

i Cuantos soldados tiene el ejército del General Tso?
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Teorema Chino del Resto

Ejercicio
Demuestre el teorema.
Dividiremos la demostracién en existencia (i) y unicidad (ii) de la solucién al

sistema de ecuaciones.

Seam=my-my-...-m,. Paracada ke {1,...,n} definimos
Mo ™
my

Dado que m;, m; son primos relativos para todo i # j, es claro que M y
my son coprimos y por ende MCD(My, my) = 1. Por lo tanto, My tiene
inverso M;* en médulo my. Luego, definimos la solucién x* como:

-1 -1
X*=al-M1~M1 +..,+an-M,,~M,,

16 /23



Teorema Chino del Resto

Definimos la solucién x* como:

-1 -1
x*:al-Ml-Ml +...+a,,-l\/l,,-M,,

iEs x* una solucién para el sistema de ecuaciones?

Como M; =0 (mod my) para todo j # k, entonces:

X

*

a-M Mt + . +a,- M, M;! (mod my)

a-M Mt va- MM+ +a,- M, MY (mod my)
ak-(l\/lk-l\/l,jl) (mod mk)

ak (mod my)
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Teorema Chino del Resto

Ejercicio
Demuestre el teorema.

Por demostrar: si el sistema de ecuaciones tiene solucién, entonces esta
es Unica. Por contradiccién, sean u, v soluciones distintas al sistema de

congruencias. Para todo i€ {1,...,n} debe cumplirse que

u=a; (mod m;)

v = a; (mod m;)
y por transitividad de la equivalencia obtenemos que

u=v (mod my)

u=v (mod my)
u=v (mod m,)
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Teorema Chino del Resto

Lema
Sean my, m2 > 1 coprimosy u,veZ. Siu=v (mod m) y u=v (mod m),
entonces u = v (mod my - my).

Supongamos que u=v (mod my) y u=v (mod my). Por definicién,
sabemos que existen con ki, ko € Z tales que:

u-—-vs= k1 s m (1)
u—-v=k-m (2)

por definicién en (2):
my | u-v 3)

aplicando esto a (1):
my | ki-my (4)
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Teorema Chino del Resto

Como my y my son primos relativos, se debe tener que my | ki, por lo que
existe k € Z tal que:

ki=k-m (5)

y reemplazando en (1) obtenemos

u—v =k1-m1
u-v =k-my-m
u =v (mod my-m)

Ejercicio

Generalice el lema para n equivalencias.
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Teorema Chino del Resto

ii) Anteriormente obtuvimos que

u=v (mod my)

u=v (mod my)

u=v (mod my)

Dado que mi, ma, ..., m, son primos relativos, por el lema se debe

tener que:
u=sv (mod my-my-...-mp)

de donde se concluye que la solucién es tnica en médulo

mi-mi-...-Mpy.
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Teorema Chino del Resto

Ejercicio
i Cuantos soldados tiene el ejército del General Tso?

m=3-5-7=105

M =2=15-35

My =2 =18 =21

My=2=18=15

x=2.35.3571 md 3 3.01.0171 med5 5. 15,1571 mod7
x=2-35-2+3-21-1+2-15-1

x =140 + 63 + 30

x =233

X =105 23
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Objetivos de la clase

Conocer la estructura de una congruencia lineal
(1 Resolver congruencias lineales
Demostrar el teorema chino del resto

[ Resolver sistemas de congruencias lineales
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