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Mi - au, komm, ge-lieb -te Kat - ze, mi - au, reich mir dei-ne Tat - ze!

Miau, miau, hérst du mich schreien?
Miau, miau, ich will dich freien.

Folgst du mir aus den Gemachern,
singen wir hoch auf den Dachern.

Miau, komm, geliebte Katze,
miau, reich mir deine Tatze!
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Tercer Acto: Aplicaciones

Algoritmos, grafos y nlimeros
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Playlist Tercer Acto

DiscretiWawos #3

Ademas sigan en instagram:
Qorquesta_tamen
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https://open.spotify.com/playlist/1CoU9PsVFHFOEv4uwR3VJr?si=d092f9dbc71449e3&pt=74477d41a29677b8b13e555f02728734
https://www.instagram.com/orquesta_tamen/

Caminos y Ciclos

Definicién

Una caminata en un grafo G = (V, E) es una secuencia de vértices
(Vo, vi, Vo, ..., k), con vo,..., vk € V, tal que (vi-1,v;) € E, con i entre 1y
k.

Una caminata cerrada en un grafo es una caminata que empieza y termina

en el mismo vértice: vp = vi.
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Caminos y Ciclos

Definicién
Un camino en un grafo es una caminata en la que no se repiten aristas.

Un ciclo en un grafo es una caminata cerrada en la que no se repiten aristas.

Definicién

El largo de una caminata, camino o ciclo es la cantidad de aristas que lo
componen. Si estd compuesto por un tnico vértice (sin aristas), diremos
que tiene largo 0.
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Objetivos de la clase

1 Demostrar propiedades basadas en ciclos
01 Comprender el concepto de ciclos y caminos eulerianos

01 Demostrar propiedades relacionadas con ciclos eulerianos
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Un resultado sobre ciclos

Lema
En un grafo simple G, toda caminata cerrada de largo impar contiene un
ciclo de largo impar.

Ejercicio
Demuestre el lema.

Demostracidn:
Por induccién en el largo de la caminata.

iOjo, las caminatas que nos interesan son las de largo impar!
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Un resultado sobre ciclos

CB. La caminata cerrada mds pequefia de largo impar es un ciclo de
tres vértices, esta caminata ya es un ciclo asi que el caso base se
cumple.

HI. Supongamos que toda caminata cerrada de largo impar menor a /¢
tiene un ciclo de largo impar.

TI. Sea C una caminata cerrada de largo £ impar.

Si C no repite vértices entonces C ya es un ciclo impar y
comprobamos lo que queriamos.

Si por otro lado, en C se repite un vértice v, entonces podemos
partir C en dos caminatas distintas que comienzan en v, C'y C”.
No puede ocurrir que C’' y C” tengan largo par ya que entonces C
no podria tener largo impar, por lo que al menos una de ellas es
una caminata cerrada de largo impar estrictamente menor a £ y
por HI contiene un ciclo de largo impar, que también seria un ciclo
de largo impar en C comprobando lo que queriamos.

O
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Grafos bipartitos

Teorema

Un grafo simple conexo G es bipartito si y sélo si no contiene ningtn ciclo
de largo impar.

Ejercicio
Demuestre el teorema.
Con esto caracterizamos a los grafos bipartitos.

iQué pasa si G no es conexo?

i Cémo disefiamos un algoritmo que resuelva el problema de determinar
si un grafo es o no bipartito, y dé una muestra de su decisién?
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Grafos bipartitos

Teorema

Un grafo simple conexo G es bipartito si y sélo si no contiene ningtin ciclo
de largo impar.

Demostracién:

Supongamos que G contiene un ciclo de largo impar, digamos
C=(vi,Vva,...,Vk1, Vk, V1), con k un natural impar, demostraremos
que G no puede ser bipartito. Supongamos que G es bipartito con
particiones Vi y V» y supongamos sin pérdida de generalidad que

vi € V4. Dado que C es un ciclo, necesariamente (vj, vi11) € E(G) para
1<i<ky (v, v1) € E(G), por lo que debe ocurrir que

vae Vo,vz3 e Vi vs € Vs, etc. En general debe ocurrir que para los
vértices del ciclo C, v; € Vi si i es impar, y v; € V> si i es par, luego

vk € V1 lo que es una contradiccién con el hecho de suponer que V; es
una particién que contiene a v; ya que (v, v1) € E(G).
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Grafos bipartitos

Supongamos que G no contiene ningun ciclo de largo impar,
demostraremos que es posible definir una particién de los vértices de G
en dos conjuntos independientes. Sea v un vértice cualquiera de V(G),
definimos los siguientes conjuntos:

Vi ={u e V(G) | existe un camino de largo impar de v a u}

Vo ={u e V(G) | existe un camino de largo par de v a u}

Si existiera una arista entre dos vértices de Vi digamos u; y u,
entonces, dado que existen caminos v — u; y v — u» ambos de largo
impar, existiria una caminata cerrada de largo impar formada por los
dos caminos anteriores mds la arista (vi,v2) y por el lema visto en
clases existiria un ciclo de largo impar contradiciendo nuestra
suposicion.

12/31



Grafos bipartitos

Si existiera una arista entre dos vértices de V> digamos wi y ws,
entonces, dado que existen caminos v — wy y v — w» ambos de largo
par, existiria una caminata cerrada de largo impar formada por los dos
caminos anteriores mas la arista (w1, w») y nuevamente por el lema
visto en clases existiria un ciclo de largo impar contradiciendo nuestra
suposicién.

Finalmente no existe arista entre vértices de Vi y no existe aristas entre
vértices de V> y como G es conexo se tiene que ViU Vb = V(G) por lo
que G es bipartito con particiones Vi y V.
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Multigrafos

Definicién
Sea V es un conjunto de vértices, E es un conjunto de aristasy S c P(V)
tal que

S={{u,v}|ueVAaveV}
Un multigrafo G = (V,E,f) es un trio ordenado donde f : E -~ S es una
funcién que asigna un par de vértices a cada arista en E.
Ejemplo

G=(V,E,f), donde V ={1,2,3}, E={e,e,e3} y
f={(e1,{1,2}),(e2,{2,3}),(e3,{2,3})}
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Ciclos y caminos Eulerianos

Definicién
Un ciclo Euleriano en un (multi)grafo G es un ciclo que contiene a todas
las aristas y vértices de G.

m Es un ciclo, por lo tanto no puede repetir aristas.
m Pueden repetirse vértices.

m Diremos que G es un grafo Euleriano si contiene un ciclo Euleriano.
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Ciclos y caminos Eulerianos

Teorema

Un (multi)grafo sin rulos es Euleriano si y sélo si es conexo y todos sus
vértices tienen grado par.

Ejercicio

Demuestre el teorema.
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Ciclos y caminos Eulerianos

Teorema

Un (multi)grafo sin rulos es Euleriano si y sélo si es conexo y todos sus
vértices tienen grado par.

(=) Supongamos que G es un (multi)grafo sin rulos y Euleriano.
Por demostrar: G es conexo y todos sus vértices tienen grado par.

Como G es Euleriano, tiene un ciclo C que contiene a todas las aristas y
vértices. Se deduce directamente que G es conexo, pues dentro de C se
pueden encontrar caminos entre todos los pares de vértices de G.
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Ciclos y caminos Eulerianos

Ahora, supongamos que C empieza y termina en un vértice particular v. C
necesita una arista para “salir” inicialmente y otra para “llegar” finalmente
a v, y cada vez que v aparezca nuevamente en C, necesita dos aristas
distintas mas para entrar y salir:

® .o ® “es @& e e °
v v v v

Figure: Un vértice v particular del ciclo Euleriano C y sus aristas incidentes.
(Fuente: Apuntes Jorge Pérez).

Esto implica que d(v) es necesariamente par, pues todas las aristas que lo
inciden deben aparecer en C una vez cada una. El ciclo C se puede
representar comenzando y terminando en cualquier vértice de G, y entonces
por el mismo argumento, todos los vértices tienen grado par.
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Ciclos y caminos Eulerianos

Teorema
Un (multi)grafo sin rulos es Euleriano si y sélo si es conexo y todos sus
vértices tienen grado par.

(<=) Supongamos que G es un (multi)grafo sin rulos conexo y tal que todos
sus vértices tienen grado par. Por demostrar: G es tiene un ciclo Euleriano.
Se hard por induccién en la cantidad de aristas de G.

Queremos tomar el grafo con el menor niimero de aristas que sea
conexo y cuyos vértices tengan todos grado par. Si nos fijamos en el
namero de vértices, tenemos que el tnico grafo con un vértice que
cumple con todas las condiciones es un vértice solo, el cual tiene un
ciclo Euleriano compuesto por él mismo. El grafo mas pequeiio con
mas de un vértice que cumple con las condiciones es un grafo con dos
vértices y dos aristas, el cual claramente tiene un ciclo Euleriano.
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Ciclos y caminos Eulerianos

Teorema

Un (multi)grafo sin rulos es Euleriano si y sélo si es conexo y todos sus

vértices tienen grado par.

G

Figure: Los grafos mas pequefios conexos tales que sus vértices tienen grado par.
(Fuente: Apuntes Jorge Pérez).

Notemos ademds que cualquier grafo conexo con dos vértices de grado
par tendrd un ciclo Euleriano.

Supongamos que cualquier grafo conexo con vértices de grado par y
que tiene menos de n aristas tiene un ciclo Euleriano.
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Ciclos y caminos Eulerianos

Sea G un (multi)grafo sin rulos conexo cuyos vértices tienen grado par
y con exactamente n aristas.
Por demostrar: G tiene un ciclo Euleriano.

En la Bl ya demostramos la propiedad para grafos con 1 o 2 vértices,
por lo que podemos asumir que G tiene al menos 3 vértices. Como G
es conexo y tiene al menos 3 vértices, debe existir un camino de largo 2
con aristas e, &2 y que contiene 3 vértices vi, v, v3:

Figure: Camino de largo 2 en un grafo con al menos 3 vértices. (Fuente: Apuntes
Jorge Pérez).
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Ciclos y caminos Eulerianos

Creamos un nuevo grafo G’ sacando e; y & y agregando una nueva

arista e entre v1 y vs:

Figure: Creacién de G’ a partir de la eliminacién de e; y e y la insercién de e.
(Fuente: Apuntes Jorge Pérez).

Notemos que G’ tiene estrictamente menos aristas que G. Por otro lado,
sélo vi, v», v pudieron ver afectados sus grados: vi y vs mantienen su grado
en G', y v lo redujo en 2, por lo que todos los vértices de G’ tienen grado

par. Sélo nos falta que G’ sea conexo para aplicar la HI.
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Ciclos y caminos Eulerianos

Nos pondremos entonces en dos casos:

1. G’ es conexo: en este caso G’ cumple con la HI, y por lo tanto tiene
un ciclo Euleriano C’. Como C’ contiene a todas las aristas de G’, se
cumple que C' = (..., vi,e,vs,...). Si reemplazamos de vuelta e; y e,
obtenemos un ciclo C = (..., v, €1, vz, €, v3,...), el cual es un ciclo

Euleriano en G.

ciclo en G/ ciclo en G

Figure: Construccién de un ciclo Euleriano para G a partir de uno para G’.
(Fuente: Apuntes Jorge Pérez).
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Ciclos y caminos Eulerianos

2. G’ no es conexo: como G es conexo, G’ tiene dos componentes
conexas: una contiene a v» y la otra a vi y v3. A cada una de estas
podemos aplicarle la HI: existe un ciclo C’ que empieza y termina en v
que contiene a todos los vértices y aristas de la primera componente:
C'=(va,...,v); y existe otro ciclo C"” que contiene a todas las aristas

) 7
de la otra componente: C" = (..., vi,e,v3,...).

G’

o4

-
ciclos en ambas

componentes de G’

Figure: Ciclos en las dos componentes de G’. (Fuente: Apuntes Jorge Pérez).
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Ciclos y caminos Eulerianos

Creamos un ciclo Euleriano para G ‘“insertando” C’ en C” entre vi y v3

afiadiendo de vuelta e; y e2: C= (... ,vi,€1,V2,...,V2,€2,€3,...):
el
c’
v B
o
B ”
\ <
ciclos en ambas
componentes de G’ ciclo en G

Figure: Construccién de un ciclo Euleriano para G a partir los ciclos en las dos
componentes de G’. (Fuente: Apuntes Jorge Pérez).

Entonces, por induccién se concluye que cualquier (multi)grafo sin rulos

conexo cuyos vértices tienen todos grado par es Euleriano.
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Ciclos y caminos Eulerianos

Definicién
Un camino Euleriano en un (multi)grafo G es un camino no cerrado que
contiene a todas las aristas y vértices de G.

Teorema

Un (multi)grafo tiene un camino Euleriano si y sélo si es conexo y contiene
exactamente dos vértices de grado impar.

Ejercicio

Demuestre el teorema.
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Ciclos y caminos Eulerianos

Teorema

Un (multi)grafo tiene un camino Euleriano si y sélo si es conexo y contiene
exactamente dos vértices de grado impar.

(=) Supongamos que un (multi)grafo G tiene un camino Euleriano que
comienza en un vértice u y termina en un vértice v: P = (u,...,v). Por
demostrar: G es conexo y tiene exactamente dos vértices de grado impar.

En primer lugar, como P contiene a todos los vértices de G, es claro que G
es conexo. En segundo lugar, si agregamos una nueva arista e entre u y v,
obtenemos un nuevo grafo G’ que contiene un ciclo Euleriano, el cual se
forma al cerrar P con la nueva arista e: C = (u,...,v,e,u). Por el teorema
anterior, todos los vértices en G’ tienen grado par, por lo que en G los
Gnicos vértices con grado impar eran u y v (pues ambos tenian una arista
incidente menos). Por lo tanto, G tiene exactamente dos vértices de grado
impar.
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Ciclos y caminos Eulerianos

Teorema

Un (multi)grafo tiene un camino Euleriano si y sélo si es conexo y contiene
exactamente dos vértices de grado impar.

(<=) Supongamos que un (multi)grafo G es conexo y tiene exactamente dos
vértices de grado impar u y v. Por demostrar: G tiene un camino Euleriano.

Si agregamos una nueva arista e entre u y v, obtenemos un nuevo grafo G’
tal que todos sus vértices tienen grado par, y por el teorema anterior, G’
tiene un ciclo Euleriano C = (u,...,v,e,u). Si a este ciclo le sacamos e,
obtenemos un camino Euleriano P = (u,...,v) en G.
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Ciclos Hamiltonianos

Considere los siguientes grafos:

vy V2 vy Vg 1 V2

Us

Gl Gg G3

Figure: Fuente: Apuntes Jorge Pérez.

i Es posible encontrar, en alguno de ellos, un ciclo que contenga a todos los
vértices una sola vez cada uno (excepto por el inicial y final)?

R: Gi tiene un ciclo de tales caracteristicas: (vi, va, v3, va, Vs, v1).
G ni Gs tienen tal ciclo.
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Ciclos Hamiltonianos

Definicién
Un ciclo Hamiltoniano en un grafo G es un ciclo en G que contiene a
todos sus vértices una tnica vez cada uno (excepto por el inicial y final).

m Diremos que G es un grafo Hamiltoniano si contiene un ciclo
Hamiltoniano.

m ;jHay alguna relacién entre grafos Eulerianos y Hamiltonianos?

® No: Gi es Hamiltoniano pero no Euleriano; G, no es Hamiltoniano
ni Euleriano; y Gs es Euleriano pero no Hamiltoniano.

m ;Existe alguna propiedad simple para chequear si un grafo es
Hamiltoniano?

= ;Qué tan dificil es determinarlo?
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Objetivos de la clase

1 Demostrar propiedades basadas en ciclos
01 Comprender el concepto de ciclos y caminos eulerianos

01 Demostrar propiedades relacionadas con ciclos eulerianos
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