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Eṕılogo

Outline



1 / 37



Miau, miau, hörst du mich schreien?

Miau, miau, ich will dich freien.

Folgst du mir aus den Gemächern,

singen wir hoch auf den Dächern.

Miau, komm, geliebte Katze,

miau, reich mir deine Tatze!
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Tercer Acto: Aplicaciones

Algoritmos, grafos y números
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Playlist Tercer Acto

DiscretiWawos #3

Además sigan en instagram:

@orquesta tamen
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https://open.spotify.com/playlist/1CoU9PsVFHFOEv4uwR3VJr?si=d092f9dbc71449e3&pt=74477d41a29677b8b13e555f02728734
https://www.instagram.com/orquesta_tamen/


Grafos

Definición

Un grafo G = (V ,E) es no dirigido si toda arista tiene una arista paralela.

¿Cómo se expresa esto en términos de la relación E?

Definición (alternativa)

Un grafo G = (V ,E) es no dirigido si E es simétrica.

Si un grafo es no dirigido, se dibuja con trazos en lugar de flechas.

5 / 37



Isomorfismo

Definición

Dos grafos G1 = (V1,E1) y G2 = (V2,E2) son isomorfos si existe una función

biyectiva f ∶ V1 → V2 tal que (x , y) ∈ E1 si y sólo si (f (x), f (y)) ∈ E2.

En tal caso:

Diremos que f es un isomorfismo entre G1 y G2.

Escribiremos G1 ≅ G2.

Dos grafos son isomorfos cuando tienen “la misma forma”
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Más definiciones

Dado un grafo G = (VG ,EG):

Definición

Un clique en G es un conjunto de vértices K ⊆ VG tal que

∀v1, v2 ∈ K , (v1, v2) ∈ EG .

Definición

Un conjunto independiente en G es un conjunto de vértices K ⊆ VG tal

que ∀u, v ∈ K , (u, v) ∉ EG .
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Más definiciones

Teorema

Dado un grafo G = (V ,E), un conjunto V ′ ⊆ V es un clique en G si y sólo

si es un conjunto independiente en G .

Ejercicio

¿Es cierto que en un conjunto cualquiera de 6 personas, siempre hay 3 que

se conocen mutuamente o 3 que se desconocen mutuamente? Demuestre

usando grafos.
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Más definiciones

Ejercicio

¿Es cierto que en un conjunto cualquiera de 6 personas, siempre hay 3 que

se conocen mutuamente o 3 que se desconocen mutuamente?

Demostración:

Sea G(V ,E) con ∣V ∣ = 6, buscamos demostrar que G tiene un clique o un

conjunto independiente de tamaño 3. Por el teorema anterior, esto es

equivalente a mostrar que G tiene un clique o que G lo tiene. Por

contradicción, suponemos que ni G ni G tiene el clique. Sea v ∈ V tenemos

2 casos:

v tiene por lo menos 3 vecinos: Sean x , y , z ∈ V los vecinos de v

tales que (v , x), (v , y), (v , z) ∈ E . Una observación importante es que

no pueden existir aristas entre x , y , z dado que de otra manera de

generaŕıa un clique de tamaño 3, contradiciendo nuestra hipótesis.

Luego, x , y , z forman un conjunto independiente en G y por el teorema

anterior estos vértices mismos forman un clique en G .
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Más definiciones

Ejercicio

¿Es cierto que en un conjunto cualquiera de 6 personas, siempre hay 3 que

se conocen mutuamente o 3 que se desconocen mutuamente?

v tiene menos de 3 vecinos: En este caso v no es adyacente con por

lo menos 3 vertices de G . Sean x , y , z estos vértices tales que

(v , x), (v , y), (v , z) /∈ E . Luego, x , y , z son vecinos de v en G y

podemos aplicar el mismo razonamiento del caso anterior para concluir

que x , y , z forman un clique de tamaño 3 en G .

Como en ambos casos llegamos a que G o G cuentan con un clique, esto

contradice nuestra hipótesis y por ende G debe ser tal que tiene un clique

de tamaño 3 o un conjunto independiente de tamaño 3.
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Objetivos de la clase

◻ Conocer formas de representación de grafos

◻ Comprender el concepto de grado

◻ Comprender concepto de camino y componente

◻ Demostrar resultados de conectividad
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Representación matricial

Dado un grafo G = (V ,E), como E es una relación binaria podemos

representarla en una matriz.

Ejemplo

G = (V ,E), donde V = {1,2,3,4} y E = {(1,2), (1,4), (2,1),
(2,3), (2,4), (3,2), (3,4), (4,1), (4,2), (4,3)}.

MG =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1 0 1

1 0 1 1

0 1 0 1

1 1 1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

Llamaremos a MG la matriz de adyacencia de G .
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Representación matricial

Si el grafo es simple, la diagonal sólo contiene ceros.

Si el grafo es no dirigido, entonces MG =MT
G .

¿Cómo puedo obtener MG?

Estas construcciones solo necesitan operar con los bits en la matriz
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Representación matricial

También podemos usar una matriz de incidencia AG .

Etiquetamos las aristas de G .

Cada fila de la matriz representará a un vértice, y cada columna a una

arista.

Cada posición de la matriz tendrá un 1 si la arista de la columna incide

en el vértice de la fila.

Ejemplo

G = (V ,E), donde V = {1,2,3,4} y E = {(1,2), (1,4), (2,1),
(2,3), (2,4), (3,2), (3,4), (4,1), (4,2), (4,3)}.

AG =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 1 0 0 0

1 0 1 1 0

0 0 1 0 1

0 1 0 1 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
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Grado de un vértice

Dado un grafo G y un vértice v de él:

Definición

El grado de v (denotado como δG(v)) es la cantidad de aristas que inciden

en v .

Definición

La vecindad de v es el conjunto de vecinos de v :

NG(v) = {u ∣ (v ,u) ∈ E}.

En un grafo simple, δG(v) = ∣NG(v)∣.

15 / 37



Propiedades

Un teorema muy importante:

Teorema (Handshaking lemma)

Si G = (V ,E) es un grafo sin rulos, entonces

∑
v∈V

δG(v) = 2∣E ∣.

Es decir, la suma de los grados de los vértices es dos veces la cantidad de

aristas.

Ejercicio

Demuestre el teorema.
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Propiedades

Teorema (Handshaking lemma)

Si G = (V ,E) es un grafo sin rulos, entonces

∑
v∈V

δG(v) = 2∣E ∣.

Demostración:

Sea G = (V ,E) un grafo simple. Supongamos ∣V ∣ = n y ∣E ∣ = m. Sea M la

matriz de incidencia de este grafo. Una represantación general de esta

matriz seŕıa de la forma:

M =

e1 ... ej ... em

⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

0 ⋯ 1 ⋯ 1 v1

⋮ ⋱ ⋮ ⋮ v2

⋮ ⋱ ⋮ ⋮

Con vi representando los nodos y ej representando las aristas entre nodos.
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Propiedades

A partir de la representación es posible notar que la suma de los valores en

una fila cualquiera i , equivale al grado del vértice vi . En otras palabras:

δ(v1) =
m

∑
j=1

M1j

δ(v2) =
m

∑
j=1

M2j

⋮

δ(vi) =
m

∑
j=1

Mij
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Propiedades

Luego la suma de todos los grados del grafo está dada por:

∑
v∈V

δG(v) =
n

∑
i=1

m

∑
j=1

Mij

Por otra, parte, si sumamos los valores de columna cualquiera j ,

obtendremos la cantidad de vértices en los que incide la arista ej , o bien

dicho: 2. En otras palabras:
n

∑
i=1

Mij = 2
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Propiedades

Ahora, si agregamos esta sumatoria por sobre todas las columnas,

obtenemos lo siguiente:

m

∑
j=1

n

∑
i=1

Mij =
m

∑
j=1

2

= 2m

= 2∣E ∣

Dado que la suma es conmutativa, cambiar el orden de las sumatorias no

altera el resultado. Luego:

∑
v∈V

δG(v) =
n

∑
i=1

m

∑
j=1

Mij

=
m

∑
j=1

n

∑
i=1

Mij

= 2∣E ∣
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Propiedades

Corolario

En un grafo sin rulos siempre hay una cantidad par de vértices de grado

impar.

Ejercicio

Demuestre el corolario.

Ejercicio

En el departamento de informática de una empresa trabajan 15 empleados.

Uno de ellos es la secretaria del departamento y otro es el jefe del

departamento. Ambos se saludan todos los d́ıas y saludan a todos los

demás empleados. Cada uno de los restantes empleados del departamento

asegura que diariamente se saluda con exactamente 3 de sus compañeros

(sin contar a la secretaria y el jefe). ¿Es esto posible?
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Propiedades

Corolario

En un grafo sin rulos siempre hay una cantidad par de vértices de grado

impar.

Demostración:

Sea G = (V ,E) un grafo sin rulos. Separemos V en dos conjuntos VI y VP ,

tales que

VI = {v ∈ V ∣ δG(v) es impar}
VP = {v ∈ V ∣ δG(v) es par}

Es simple observar que V = VI ∪VP y a su vez VI ∩VP = ∅. Utilizando esto,

y el resultado del Handshaking lemma, obtenemos lo siguiente:

∑
v∈V

δG(v) = ∑
v∈VI

δG(v) + ∑
v∈VP

δG(v) = 2∣E ∣ (1)
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Propiedades

Notemos que la segunda sumatoria actúa sólo sobre números pares, en

consecuncia, debe ser par. En otras palabras, existe un entero no negativo k

tal que:

∑
v∈VP

δG(v) = 2k (2)

Usando (2) en (1) y despejando:

∑
v∈VI

δG(v) = 2 ⋅ (∣E ∣ − k)

Donde ∣E ∣ − k es un entero no negativo. En consecuencia, el valor de esta

sumatoria debe ser un número par. Por las definición de VI , sabemos que

esta sumatoria actúa solo sobre números impares, luego, debe ser cierto que

existe una cantidad par de estas sumas. En consecuencia ∣VI ∣ = 2i para

algún entero no negativo i , o en otras palabras, existe una cantidad par de

vértices con grado impar.
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Caminos y Ciclos

Definición

Una caminata en un grafo G = (V ,E) es una secuencia de vértices

(v0, v1, v2, . . . , vk), con v0, . . . , vk ∈ V , tal que (vi−1, vi) ∈ E , con i entre 1 y

k.

Una caminata cerrada en un grafo es una caminata que empieza y termina

en el mismo vértice: v0 = vk .
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Caminos y Ciclos

Definición

Un camino en un grafo es una caminata en la que no se repiten aristas.

Un ciclo en un grafo es una caminata cerrada en la que no se repiten aristas.

Definición

El largo de una caminata, camino o ciclo es la cantidad de aristas que lo

componen. Si está compuesto por un único vértice (sin aristas), diremos

que tiene largo 0.
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Conectividad

Definición

Dos vértices x e y en un grafo G están conectados si existe un camino en

G que empieza en x y termina en y .

Ejercicio

Muestre que “estar conectados” es una relación de equivalencia.

¿Qué pasa si tomamos las clases de equivalencia?
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Conectividad

Ejercicio

Muestre que “estar conectados” es una relación de equivalencia.

Demostración:

Sea G(V ,E) y ∼ la relación “estar conectados”.

Refleja: Sea v ∈ V cualquiera, podemos tomar el camino (v) que une

v consigo mismo. Conclúımos que v ∼ v .

Simétrica: Suponemos v1, v2 ∈ V tales que v1 ∼ v2. Luego, existe un

camino (v1,u1, . . . ,un, v2) que conecta v1 y v2. Como E es simétrica,

debe existir también el camino (v2,un, . . . ,u1, v1) y por lo tanto v2 ∼ v1.

Transitiva: Suponemos v1, v2, v3 ∈ V tales que v1 ∼ v2 y v2 ∼ v3.

Luego, existen caminos p = (v1,u1, . . . ,un, v2) y

q = (v2,w1, . . . ,wm, v3). Por lo tanto, debe existir el camino

((v1,u1, . . . ,u∗, . . . ,wm, v3)) donde u∗ es el último vértice del cámino q

que comparte con el camino p. Si no tienen vértices en común basta

con unir los caminos p y q. Conclúımos que v1 ∼ v3.
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Conectividad

Definición

Dado un vértice v de un grafo G , su clase de equivalencia bajo la relación

“estar conectados” es una componente conexa de G .

En general, diremos que la componente conexa también contiene a las

aristas entre los vértices de ella.

Definición

Un grafo G se dice conexo si todo par de vértices x , y ∈ V está conectado.

En otro caso, G es disconexo.

Un grafo conexo tiene una única componente conexa
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Conectividad

Teorema

Un grafo G con n vértices y k aristas tiene al menos n − k componentes

conexas.

Ejercicio

Demuestre el teorema.

Corolario

Si un grafo G con n vértices es conexo, tiene al menos n − 1 aristas.
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Conectividad

Teorema

Un grafo G con n vértices y k aristas tiene al menos n − k componentes

conexas.

Demostración:

Un grafo G con n vértices puede tener como máximo n componentes

conexas, cuando no tiene ninguna arista, cada nueva arista que se le

agregue puede reducir la cantidad de componentes a lo más en 1, por lo que

luego de agregar k aristas la cantidad de componentes se ha reducido como

ḿınimo a n − k, por lo que la cantidad de componentes siempre se mantiene

mayor o igual a n − k.
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Conectividad

Definición

Una arista de corte en un grafo G es una arista tal que al eliminarla

aumenta la cantidad de componentes conexas de G .

Definición

Un vértice de corte en un grafo G es un vértice tal que al eliminarlo (junto

con todas sus aristas incidentes) aumenta la cantidad de componentes

conexas de G .

31 / 37



Conectividad

Teorema

Una arista en un grafo G es de corte si y sólo si no pertenece a ningún ciclo

en G .

Ejercicio

Demuestre el teorema.
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Conectividad

Teorema

Una arista en un grafo G es de corte si y sólo si no pertenece a ningún ciclo

en G .

Demostración:

Sin pérdida de generalidad, supondremos que G es conexo.

(⇒) Por contrapositivo, mostraremos que al eliminar una arista (u, v)
perteneciente a un ciclo C del grafo, este se mantiene conexo. En

G − uv , los únicos caminos que podŕıan verse afectados son los que

pasan por (u, v). Sea x , y ∈ V vértices conectados por un camino que

contiene a la arista (u, v). Esto quiere decir que x está conectado con

u (1) y v está conectado con y (2). Ahora, como (u, v) está en C , si

sacamos (u, v) se sigue cumpliendo que u está conectado con v (3), a

través del camino que forma la porción restante de C . De (1) y (3)
por transitividad tenemos que x está conectado con v (4), y de (4) y

(2) por transitividad tenemos que x está conectado con y . Por lo

tanto, (u, v) no puede ser de corte.
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Conectividad

(⇐) Por contrapositivo, supongamos ahora que e = (u, v) no es una arista

de corte, o sea que al sacarla G sigue siendo conexo. Esto quiere decir

que existe un camino, digamos P, entre u y v en G − e. Luego, el

camino P junto con la arista (u, v) forman un ciclo en G .
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Grafos bipartitos

Lema

En un grafo simple G , toda caminata cerrada de largo impar contiene un

ciclo de largo impar.

Ejercicio

Demuestre el lema.

Demostración:

Por inducción en el largo de la caminata.

¡Ojo, las caminatas que nos interesan son las de largo impar!
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Grafos bipartitos

CB. La caminata cerrada más pequeña de largo impar es un ciclo de

tres vértices, esta caminata ya es un ciclo aśı que el caso base se

cumple.

HI. Supongamos que toda caminata cerrada de largo impar menor a `

tiene un ciclo de largo impar.

TI. Sea C una caminata cerrada de largo ` impar.

● Si C no repite vértices entonces C ya es un ciclo impar y

comprobamos lo que queŕıamos.
● Si por otro lado, en C se repite un vértice v , entonces podemos

partir C en dos caminatas distintas que comienzan en v , C ′ y C ′′.

No puede ocurrir que C ′ y C ′′ tengan largo par ya que entonces C

no podŕıa tener largo impar, por lo que al menos una de ellas es

una caminata cerrada de largo impar estrictamente menor a ` y

por HI contiene un ciclo de largo impar, que también seŕıa un ciclo

de largo impar en C comprobando lo que queŕıamos.
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Objetivos de la clase

◻ Conocer formas de representación de grafos

◻ Comprender el concepto de grado

◻ Comprender concepto de camino y componente

◻ Demostrar resultados de conectividad
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