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Tercer Acto: Aplicaciones

Algoritmos, grafos y nlimeros

2/49



Playlist Tercer Acto

DiscretiWawos #3

Ademas sigan en instagram:
Qorquesta_tamen
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https://open.spotify.com/playlist/1CoU9PsVFHFOEv4uwR3VJr?si=d092f9dbc71449e3&pt=74477d41a29677b8b13e555f02728734
https://www.instagram.com/orquesta_tamen/

Dividir para conquistar

Muchos algoritmos conocidos y usados en la préctica se basan en dividir
el input en instancias mds pequefias para resolverlas recursivamente.

Tipicamente, existe un umbral ng desde el cual se resuelve
recursivamente el problema (es decir, para inputs de tamafio n > no).

Se divide el input por una constante b y se aproxima a un entero
(usando || o []), haciendo a1 y a> llamadas recursivas para cada caso.

Ademas, en general se hace un procesamiento adicional antes o
después de las llamadas recursivas, que llamaremos f(n).
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Dividir para conquistar: un ejemplo
Ejercicio
i Cémo ordenamos dos listas ya ordenadas en una?

Ly ={4,7,17,23}
L> ={1,9,10,15}

i Cémo podemos ocupar esta técnica para ordenar una lista?
i Cudl es la complejidad de este algoritmo?
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Dividir para conquistar: un ejemplo

Ejercicio
i Cémo ordenamos dos listas ya ordenadas en una?
i Cudl es la complejidad de este algoritmo?

Recorremos ambas, comparando el primer elemento. En cada paso ponemos
el menor de ellos en una nueva lista y avanzamos. Si alguna de las listas se

acaba, ponemos lo que quede de la otra al final.

En el peor caso, recorremos ambas listas comparando uno por uno sus
elementos, con lo que hacemos n— 1 comparaciones.

6/49



Dividir para conquistar: un ejemplo

N o g A W N

Ejercicio

i Cémo podemos ocupar esta técnica para ordenar una lista?

Suponiendo que tenemos un método Combinar que implementa el
procedimiento visto anteriormente:
input : Arreglo A[O,...,n—1], largo n
output: Arreglo ordenado
MergeSort(A, n):
if n<1 then
return A
else
m < |n/2]
A; < MergeSort(A[0...m-1],m)
Ay < MergeSort(A[m...n-1],n-m)
return Combinar(A;, Az)

i Cémo obtenemos la complejidad? jHabra algiin método adicional?
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Teorema Maestro

Teorema
Si a1,a2,b,c,c0,d € R* y b> 1, entonces para una recurrencia de la forma

Co 0£n<b—‘_’1
al-T([g])+a2-T([gJ)+c-nd nzﬁ

T(n) :{

se cumple que

e(n?) ai+ax< b?
T(n)ed ©(n?-log(n)) ay+ax=b"
O(nlerlara)y 5 4 g > b
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Teorema Maestro
Ejercicio
i Cual es la complejidad de MergeSort?

Como vimos antes, el peor caso es que Combinar tenga que comparar todos
los elementos. En tal caso, se hacen n—1 comparaciones, a la que sumamos
la comparacién que se hace para verificar el tamafo de la lista. Entonces, la

ecuacién de recurrencia para MergeSort es:

1 n<?2
T(n) = { T2+ T2 +n n22

Aplicamos el teorema maestro:

31:1732:1,b:2,C:1,d:1,Co:1

1
a+ax=2, b% = 2' =2 = Entramos en el segundo caso: aj; + ap = b?

Por lo tanto, T(n) € ©(n-log(n)).
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i Por qué aprender grafos?

m Problemas de conectividad

Optimizacién
m Bases de datos

Redes sociales

Manejo de concurrencia

En general, todo lo que se representa con relaciones binarias!
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Redes
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Motivacion

Una linea aérea tiene una lista de vuelos entre ciudades del mundo, y desea

saber cudles son los posibles viajes que se pueden realizar combinando

vuelos. La lista de vuelos es la siguiente:

Origen

Destino

Stgo
Stgo
Stgo
BsAs
Miami
Miami
Londres
Londres
Frankfurt
Frankfurt
Paris
Moscu

BsAs
Miami
Londres
Stgo
Stgo
Londres
Stgo
Paris
Paris
Moscu
Moscu
Frankfurt
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Objetivos de la clase

01 Conocer definiciones basicas de grafos

01 Aplicar nociones bdsicas de isomorfismo y subgrafos
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Definiciones bdasicas



Grafos

Definicidon

Un grafo G = (V, E) es un par donde V es un conjunto, cuyos elementos
llamaremos vértices o nodos, y E es una relacién binaria sobre V (es decir,
E c V x V), cuyos elementos llamaremos aristas.

Esta definicidén es bastante general.

m Los grafos asi definidos son llamados grafos dirigidos.

Si un grafo es dirigido, las aristas se dibujan con flechas.
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Grafos

Ejemplo
G=(V,E), donde V ={1,2,3,4} y E={(1,1),(1,2),(1,4),(2,1),
(2,2),(2,3),(2,4),(3,2),(3,4),(4,1),(4,3),(4,4)}.

<
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Grafos

Dado un grafo G = (V, E):

Definicion

Un rulo (o loop) es una arista (x,y) € E tal que x = y. Es decir, es una
arista que conecta un vértice con si mismo.

Definicion
Dos aristas (x,y) € E y (z,w) € E son paralelas si x=w e y = z. Es decir,
si conectan a los mismos vértices.

El ejemplo anterior tiene rulos y aristas paralelas.
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Grafos

Definicién

Un grafo G = (V, E) es no dirigido si toda arista tiene una arista paralela.
i Como se expresa esto en términos de la relaciéon E?

Definicién (alternativa)

Un grafo G = (V, E) es no dirigido si E es simétrica.

Si un grafo es no dirigido, se dibuja con trazos en lugar de flechas.
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Grafos

Ejemplo
G=(V,E), donde V ={1,2,3,4} y E={(1,1),(1,2),(1,4),(2,1),
(2,2),(2,3),(2,4),(3,2),(3,4),(4,1),(4,2),(4,3),(4,4)}.

N
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Grafos

Ejemplo
G=(V,E), donde V ={1,2,3,4} y E={(1,1),(1,2),(1,4),(2,1),
(2,2),(2,3),(2,4),(3,2),(3,4),(4,1),(4,2),(4,3),(4,4)}.

@/c%
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Grafos

Definicién
Un grafo no dirigido G = (V, E) es simple si no tiene rulos.

i Como se expresa esto en términos de la relaciéon E?

Definicién (alternativa)

Un grafo no dirigido G = (V, E) es simple si E es irrefleja.
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Grafos

Ejemplo
G=(V,E), donde V ={1,2,3,4} y E ={(1,2),(1,4),(2,1),
(2,3),(2,4),(3,2),(3,4),(4,1),(4,2),(4,3)}.

/@\
N
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Grafos

De ahora en adelante (a menos que se explicite otra cosa), cuando
hablemos de grafos estaremos refiriéndonos a grafos simples, no dirigidos,
no vacios y finitos.

m V+gy|V|=n, conneN.
m E es simétrica e irrefleja.
Una pequeiia definicién:
Definicién
Dado un grafo G = (V, E), dos vértices x,y € V son adyacentes o vecinos
si (x,y)€E.
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Outline

Isomorfismo de grafos



[somorfismo

Definicion
Dos grafos G1 = (V4,E1) y G2 = (W2, E>) son isomorfos si existe una funcién
biyectiva f: V1 — V5 tal que (x,y) € Ey siy sélo si (f(x),f(y)) € Ex.

En tal caso:
m Diremos que f es un isomorfismo entre G; y Gp.

m Escribiremos G; = G;.

Dos grafos son isomorfos cuando tienen “/a misma forma”
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[somorfismo

Ejemplo
a b 1 2 a b
d c 4 3 d €
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[somorfismo

Teorema

~ es una relacién de equivalencia.

Ejercicio

Demuestre el teorema.
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[somorfismo

Teorema

~ es una relacién de equivalencia.

Demostracidn:
Refleja: Sea G(V, E) tomemos la funcién f : V — V dada por
f(x) = x. Luego, de manera trivial podemos inferir que G = G.
Simétrica: Sean Gi(Vi1,E1) y G2(Va, E2) tales que Gy = Go. Por
definicién existe f : Vi — V5 biyectiva tal que todo (u,v) € E; si y sélo
si (f(u),f(v)) e Ex (*). Ademds, como f es biyectiva, sabemos que es
invertible. Ahora mostraremos que f~! cumple la definicién de
isomorfismo.
Sea (u2,w2) € E; como f es biyectiva podemos expresarlo como
(f(u1),f(wv1)) € Ex con u1,vi € V4. Luego, por (*) obtenemos
(ui,v1) € Ei. Como £ es inversa obtenemos que
(F (), F Y (w)) € E.
Sea (f (), (w2)) € E1, podemos reescribirlo como
(u1,v1) € E1 con w1, vi € V4. Luego por (*) obtenemos
(f(u1),f(v1)) € E> lo que es equivalente a (u1),f(v1)) € Ex
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[somorfismo

Teorema

~ es una relacién de equivalencia.

Transitiva: Sean Gi1(V4, E1), Go(Va, E2) y G3( V3, E3) tales que
G1 2 Gy y Gy 2 G3. Por definicién, sabemos que existen f: V; - Vo y
g : Vo — V3 biyectivas tales que

(u1,v1) € Ey siy sélosi (f(u),f(v1)) € B (i)

(u2,v2) € Ex siy sélo si (g(u2),g(w)) € Es (ii)
Sea u1, v1 € Vi tales que (u1,v1) € Ex, por (i) sabemos que
(f(u1),f(wv1)) € Es. Luego, si aplicamos (ii) obtenemos
(g(f(u1)),g(f(v1))) € E3. Por lo tanto, podemos utilizar g o f como
funcién biyectiva y concluimos que Gi 2 Gs.

29 /49



[somorfismo

El concepto de isomorfismo nos permite concentrarnos en la estructura
subyacente de los grafos.

Podemos independizarnos de los nombres de los vértices.

No importa cémo dibujemos los grafos.

Definiremos familias de grafos a partir de isomorfismos
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Clases de grafos

Definicién (informal)
Un camino es un grafo cuyos vértices pueden dibujarse en una linea tal que

dos vértices son adyacentes si y sélo si aparecen consecutivos en la linea.

Ejemplo
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Clases de grafos

Definicién (formal)

Considere un grafo GF = (VI EF), donde VF = {w1,...,vn} y
EP ={(vi,vy)|ie{l,...,n=1} Aj=i+1}.

Un camino (de n vértices) es un grafo isomorfo a G/ .

Observacién:

= Asumimos que G/ es no dirigido, a pesar de su definicién
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Clases de grafos

Definicién (informal)
Un ciclo es un grafo cuyos vértices pueden dibujarse en un circulo tal que
dos vértices son adyacentes si y sélo si aparecen consecutivos en él.

Ejemplo a a
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Clases de grafos

Definicién (formal)
Considere un grafo G = (VS ES), donde V€ = {v1,...,va} y
ES={(vi,vj) |ie{l,...;n=1} Aj=i+1} u{(va,v1)}.

Un ciclo (de n vértices) es un grafo isomorfo a G<.

Observacién:

= Asumimos que G es no dirigido, a pesar de su definicién
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Clases de grafos

Definicién
Un grafo completo es un grafo en el que todos los pares de vértices son
adyacentes.

Ejemplo
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Clases de grafos

Definicion
Un grafo G = (V, E) se dice bipartito si V se puede particionar en dos
conjuntos no vacios V4 y V, tales que para toda arista (x,y) € E, xe€ V; e

erz,oerQeerL

Es decir:
m V= V1 U V2
| | V1 N V2 =g

m Cada arista une a dos vértices en conjuntos distintos de la particién.
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Clases de grafos

Definicién
Un grafo G = (V, E) se dice bipartito si V se puede particionar en dos
conjuntos no vacios Vi y V, tales que para toda arista (x,y) € E, x€ V; e

er2,0X6V2eer1.

Ejemplo

®
O
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Clases de grafos

Definicién
Un grafo bipartito completo es un grafo bipartito en que cada vértice es

adyacente a todos los de la otra particion.

Llamaremos K, » a la clase de los grafos bipartitos completos,
donde n y m son los tamafos de las particiones.

Ejemplo

(5)
@<

38/49



M3as definiciones

Dado un grafo G = (Vg, E¢):

Definicion

Un grafo H = (Vu, El) es un subgrafo de G (denotado como H ¢ G) si
Vi € Vi, En € Eg y En sélo contiene aristas entre vértices de V.

Ejemplo e
o
N4
©) ®
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M3s definiciones
Dado un grafo G = (Vg, E¢):
Definicion
Un clique en G es un conjunto de vértices K ¢ Vi tal que
Vvl, V2 € K, (Vl, V2) € EG.

Definicién
Un conjunto independiente en G es un conjunto de vértices K ¢ V; tal
que Vu,ve K, (u,v) ¢ Eg.

a‘o K ={1,2,3} es clique en G
' K’ ={2,4} es un conj. indep. en G

G

Ejemplo
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M3as definiciones

Definicién
El complemento de G es el grafo G = (Vi, Eg), donde
(u,v) € Eg < (u,v) ¢ Ec.

Definicion

Un grafo G se dice autocomplementario si G = G.
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M3as definiciones

Teorema

Dado un grafo G = (V, E), un conjunto V' € V es un clique en G si y sélo
si es un conjunto independiente en G.

Ejercicio

Demuestre el teorema.

Ejercicio

i Es cierto que en un conjunto cualquiera de 6 personas, siempre hay 3 que

se conocen mutuamente o 3 que se desconocen mutuamente? Demuestre
usando grafos.
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M3as definiciones

Teorema

Dado un grafo G = (V, E), un conjunto V' € V es un clique en G si y sélo
si es un conjunto independiente en G.

Demostracién:

Sea V' c V un clique en G. Por definicién sabemos que para todo par
de vértices u,v € V' ocurre que (u,v) € E. Por otro lado, por
definicién de G sabemos que para todo u,v € V' ocurre que (u,v) ¢ E,
y por lo tanto V' es un conjunto independiente en G.

Sea V' € V un conjunto independiente en G. Por definicién sabemos
que para todo par de vértices u,v € V' ocurre que (u,v) ¢ E. Por otro
lado, por definicién de G sabemos que para todo u, v ¢ V' ocurre que
(u,v) € E, y por lo tanto V' es un clique en G.
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M3as definiciones

Ejercicio
i Es cierto que en un conjunto cualquiera de 6 personas, siempre hay 3 que
se conocen mutuamente o 3 que se desconocen mutuamente?

Demostracién:

Sea G(V,E) con |V| =6, buscamos demostrar que G tiene un clique o un

conjunto independiente de tamafo 3. Por el teorema anterior, esto es

equivalente a mostrar que G tiene un clique o que G lo tiene. Por

contradiccién, suponemos que ni G ni G tiene el clique. Sea v € V tenemos

2 casos:
v tiene por lo menos 3 vecinos: Sean x,y,z € V los vecinos de v
tales que (v, x),(v,y),(v,z) € E. Una observacién importante es que
no pueden existir aristas entre x, y,z dado que de otra manera de
generaria un clique de tamafio 3, contradiciendo nuestra hipétesis.
Luego, x, y,z forman un conjunto independiente en G y por el teorema
anterior estos vértices mismos forman un clique en G.
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M3as definiciones

Ejercicio
i Es cierto que en un conjunto cualquiera de 6 personas, siempre hay 3 que
se conocen mutuamente o 3 que se desconocen mutuamente?

v tiene menos de 3 vecinos: En este caso v no es adyacente con por
lo menos 3 vertices de G. Sean x,y, z estos vértices tales que
(v,x),(v,y),(v,z) ¢ E. Luego, x,y,z son vecinos de v en G y
podemos aplicar el mismo razonamiento del caso anterior para concluir
que x,y,z forman un clique de tamafio 3 en G.

Como en ambos casos llegamos a que G o G cuentan con un clique, esto
contradice nuestra hipétesis y por ende G debe ser tal que tiene un clique
de tamaiio 3 o un conjunto independiente de tamano 3.
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Representacién matricial

Dado un grafo G = (V, E), como E es una relacién binaria podemos

representarla en una matriz.

Ejemplo

G=(V,E), donde V ={1,2,3,4} y E={(1,2),(1,4),(2,1),
(2,3),(2,4),(3,2),(3,4),(4,1),(4,2),(4,3)}.

0

1
0

Me =
¢ 1
1

= O

0

1
0
1

O R = =

Llamaremos a M¢ |la matriz de adyacencia de G.
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Representacién matricial

m Si el grafo es simple, la diagonal sélo contiene ceros.
m Si el grafo es no dirigido, entonces Mg = M(.

= ;Cémo puedo obtener M7

Estas construcciones solo necesitan operar con los bits en la matriz
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Representacién matricial

También podemos usar una matriz de incidencia Ag.
Etiquetamos las aristas de G.

Cada fila de la matriz representard a un vértice, y cada columna a una
arista.

Cada posicién de la matriz tendrad un 1 si la arista de la columna incide
en el vértice de la fila.
Ejemplo

G=(V,E), donde V ={1,2,3,4} y E={(1,2),(1,4),(2,1),
(2,3),(2,4),(3,2),(3,4),(4,1),(4,2),(4,3)}.

1 1 0 0 O
A = 1 01 1 0
0 0 1 0 1
01 0 1 1
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Epilogo



Objetivos de la clase

01 Conocer definiciones basicas de grafos

01 Aplicar nociones bdsicas de isomorfismo y subgrafos
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