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Miau, miau, hérst du mich schreien?
Miau, miau, ich will dich freien.

Folgst du mir aus den Gemachern,
singen wir hoch auf den Dachern.

Miau, komm, geliebte Katze,
miau, reich mir deine Tatze!
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Tercer Acto: Aplicaciones

Algoritmos, grafos y nlimeros
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Playlist Tercer Acto

DiscretiWawos #3

Ademas sigan en instagram:
Qorquesta_tamen
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https://open.spotify.com/playlist/1CoU9PsVFHFOEv4uwR3VJr?si=d092f9dbc71449e3&pt=74477d41a29677b8b13e555f02728734
https://www.instagram.com/orquesta_tamen/

Algoritmos

El andlisis de algoritmos consta de dos partes

Estudiar cudndo y por qué los algoritmos son correctos (es decir,

hacen lo que dicen que hacen).

Estimar la cantidad de recursos computacionales que un algoritmo

necesita para su ejecucion.

Hoy estudiaremos cémo medir el segundo punto,
y aplicaremos a algoritmos iterativos
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Objetivos de la clase

Deducir ecuaciones de recurrencia para T(n)
[ Resolver recurrencias con substituciones
Deducir complejidad sin substituciones

01 Conocer el teorema maestro de algoritmos
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Ecuaciones de recurrencia



Algoritmos recursivos

En el caso de los algoritmos recursivos, el principio es el mismo: contar
instrucciones.

Buscamos alguna(s) instruccién(es) representativa.
Contamos cudntas veces se ejecuta en cada ejecucién del algoritmo.

i Cudl es la diferencia?

Ahora tenemos que considerar llamados recursivos
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Algoritmos recursivos: un ejemplo
input : Arreglo ordenado A[O,...,n— 1], elemento x, indices i, f
output: indice m e {0,...,n-1} 0 -1
BinarySearch(A, x,i,f):
1 if i > f then

2 return -1

3 else if i = f then

4 if A[i]=a then

5 return /

6 else

7 return -1

8 else

9 m< (i +f)/2]

10 if A[m] < x then

11 return BinarySearch(A,x,m+1,f)
12 else if A[m] > x then

13 return BinarySearch(A,x,i,m-1)
14 else

15 if A{m] = x then return m
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Algoritmos recursivos: un ejemplo

m jQué operaciones contamos?

m ;Cudl es el peor caso?
Ejercicio
Encuentre una funcién T (n) para la cantidad de comparaciones que realiza
el algoritmo BinarySearch en el peor caso, en funcién del tamafio del
arreglo.
Respuesta:

3 n=1

T(”):{ T(2)+4 n>1

Esta es una ecuacidn de recurrencia.

i Cémo obtenemos una férmula explicita?
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Algoritmos recursivos: un ejemplo

Ejercicio

Encuentre una funcién T (n) para la cantidad de comparaciones que realiza
el algoritmo BinarySearch en el peor caso, en funcién del tamafo del
arreglo.

Contaremos las comparaciones. Dividiremos el anélisis del peor caso:
Si el arreglo tiene largo 1, entramos en la instruccién 3 y luego hay una
comparacién = T(n) =3, con n=1.
Si el arreglo tiene largo mayor a 1, el peor caso es entrar en el else de 8
y luego en la segunda llamada recursiva. En tal caso, se hacen las
comparaciones de las lineas 1,3,10,12 a lo que sumamos las
comparaciones que haga la llamada recursiva, que seran T(|3]).

Entonces, nuestra funcién T(n) sera:

3 n=1
T(n):{ T(35)+4 n>1
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Algoritmos recursivos: ecuaciones de recurrencia

Necesitamos resolver esta ecuacién de recurrencia.
Es decir, encontrar una expresién que no dependa de T, sélo de n.

Técnica basica: sustitucién de variables.

i Cudl sustitucién para n nos serviria en el caso anterior?

3 n=1

T(n) :{ T([gj)+4 n>1

Ejercicio
Resuelva la ecuacién ocupando la sustitucién n = 2.

Respuesta: T(n) =4-log,(n) + 3, con n potencia de 2.
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Algoritmos recursivos: ecuaciones de recurrencia

Ejercicio

Resuelva la ecuacién ocupando la sustitucién n = 2.

3 k=0
T(2") =
(27) {T(2k’1)+4 k>0

Expandiendo el caso recursivo:

T2 =T@ ") +4
=(T(2?)+4)+4
=T(2"%) +8
=(T(2%) +4)+8
=T(2"%) +12
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Algoritmos recursivos: ecuaciones de recurrencia

Ejercicio
Resuelva la ecuacién ocupando la sustitucién n = 2.
Deducimos una expresion general para k—i > 0:

T2 =T +4i

Tomamos i = k:
T(2°) = T(1) + 4k =3+ 4k

Como k = log,(n):

T(n) =4-log,(n) +3, con n potencia de 2

Problema: esto solo es valido cuando n = 2X
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Notacion asintdtica condicional

Sea Pc N.

Definicidn

O(f | P)={g:N~R"[(3ceR")(3no € N)(¥Vn > o)
(neP—g(n)<c-f(n)}

Las notaciones Q(f | P) y ©(f | P) se definen andlogamente.

Estamos restringiendo a un tipo de n particular
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Volviendo al ejemplo. ..

Tenemos que T(n) =4-log,(n) + 3, con n potencia de 2. ; Qué podemos
decir sobre la complejidad de T7?

Sea POTENCIA; = {2' | i e N}. Entonces:
T € ©(log,(n) | POTENCIA,)

Pero queremos concluir que T € ©(log,(n)). ..

Usaremos induccion
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Generalizacidon de soluciones usando induccidn

Para el ejemplo anterior:
Ejercicio
Demuestre que si T € O(log,(n) | POTENCIA;), entonces T € O(log n).
Algunas observaciones:
m Demostraremos que (3c € R*)(3ng € N)(Vn > ng)(T(n) < c-logy(n)).
m Primero, debemos estimar ng y ¢ (expandiendo T por ejemplo).

m j Cudl principio de induccién usamos?
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Generalizacién de soluciones usando induccién

Ejercicio
Demuestre que si T € O(log,(n) | POTENCIA,), entonces T € O(log n).
Veamos los primeros valores de T(n) para estimar ¢ y no:

T(1)=3

T(Q2)=T(1)+4=7

T(3)=T(1)+4=7

T(4)=T(2)+4=11

Podriamos tomar ¢ =7 y np = 2, pues con n=1:
T(1)=34£7-log,(1)=0

y con n=2
T(2)=7<7-log,(2)=7

La intuicién nos dice np =2y ¢ =7...lo demostraremos
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Generalizacidon de soluciones usando induccidn

Ejercicio
Demuestre que si T € O(log,(n) | POTENCIA,), entonces T € O(log n).
PD: ¥n>2, T(n)<7-log,(n). Por induccién fuerte:

Bl: Ademas de n =2, debemos mostrar la base para n =3, puesto que
depende de T (1) que no estd incluido en el resultado que estamos
mostrando.

T(2)=7=7"log,(2)
T(3) =7 <7-log,(3) pues el logaritmo es creciente

HI: Supongamos que con n >4, Yk e {2 - n-1} se cumple que
T(k) <7-log,(k).
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Generalizacidon de soluciones usando induccidn

Ejercicio

Demuestre que si T € O(log,(n) | POTENCIAz), entonces T € O(log n).

TI: Como n > 4:

o)~ T(l;’J)

+

~ 7(log,(n) - loga(2)) + 4
=7 logy,(n)-7+4
=7-logy(n) -3
<7-logy(n)o

/ Hi
/ log es creciente, sacamos el piso

/ log de divisién
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Ecuaciones de recurrencia: otra técnica

Definicion
Una funcién f : N - R" es asintéticamente no decreciente si:

(3no € N)(Vn > o) (F(n) < F(n+1))

Ejemplos

Las funciones log,(n), n, n* y 2" son asintéticamente no decrecientes.
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Ecuaciones de recurrencia: otra técnica

Definicion
Dado un natural b > 0, una funcién f : N - R* es b-arménica si

f(b-n) e O(f).

Ejemplos

Las funciones log,(n), ny n* son b-arménicas para cualquier b.
La funcién 2" no es 2-arménica (porque 22" ¢ O(2")).

Por contradiccién, si 22" € O(2") esto significa que

3ng,3e,Vnzny 2" <c-2"

Como c¢ es una constante, no importa qué tan grande sea, siempre podemos
tomar un n lo suficientemente grande.
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Ecuaciones de recurrencia: otra técnica

Sean f,g:N - R", un natural b>1y
POTENCIA, = {b' | i e N}
Teorema
Si f, g son asintdticamente no decrecientes, g es b-armdnica y

f e O(g | POTENCIA), entonces f € O(g).

Este teorema nos permite deducir lo que queriamos,
sin tener que deducir ng y ¢

Ejercicio

Demuestre el teorema.
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Ecuaciones de recurrencia: otra técnica

Teorema

Si f, g son asintdticamente no decrecientes, g es b-armdnica y
f e O(g | POTENCIA,), entonces f € O(g).

Como f es asintéticamente no decreciente:

(3no eN)(Yn2no)(f(n)<f(n+1)) (1)
Como g es asintdticamente no decreciente:

(3m € N)(¥n > m)(g(n) < g(n+1)) 2
Como f € O(g | POTENCIA):

(3ceR")(Im e N)(Vn 2 m)(ne POTENCIA, — f(n) <c-g(n)) (3)
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Ecuaciones de recurrencia: otra técnica

Teorema

Si f, g son asintéticamente no decrecientes, g es b-arménica y
fe O(g| POTENCIA), entonces f € O(g).

Como g es b-arménica: g(b-n) e O(g(n)):
(3d eR")(Inzs eN)(Yn>n3)(g(b-n) <d-g(n)) (4)

Tomamos n4 = max{1, no, n1, n2,n3}. Sea n> n4. La idea es sustituir por
potencias de b, para poder usar todas las ecuaciones. Para esto, vamos a
acotar n entre potencias de b. Como n > 1, existe k > 0 tal que

b* < n<b*! (5)
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Ecuaciones de recurrencia: otra técnica

Teorema

Si f, g son asintéticamente no decrecientes, g es b-arménica y
f e O(g| POTENCIA), entonces f € O(g).

Como n < b1, de (1): f(n) < F(b**)
De (3): f(b*!) <c-g(b*™")

De (5) multiplicando por b: b*"* < b-n
De (2): g(b"**) < g(b-n)

De (4): g(b-n) <d-g(n)
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Ecuaciones de recurrencia: otra técnica

Teorema

Si f, g son asintdticamente no decrecientes, g es b-armdnica y
f e O(g | POTENCIA,), entonces f € O(g).

Combinando todo lo anterior:
f(n)<f(b" ) <c-g(b*")<c-g(b-n)y<c-d-g(n)

Por lo tanto:
Vn>na,f(n)<(c-d)-g(n)

y entonces f € O(g).
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Ecuaciones de recurrencia: otra técnica

Volviendo al ejemplo de BinarySearch. ..

Ejercicio

Demuestre que T € O(log n) usando el teorema anterior.
Algunas observaciones:

Ya sabemos que T € O(log,(n) | POTENCIA,).

Ya sabemos que log,(n) es asintéticamente no decreciente y
2-arménica.

Nos falta demostrar que T es asintéticamente no decreciente...
usaremos induccién
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Ecuaciones de recurrencia: otra técnica

Ejercicio
Demuestre que

T :{ 3T([gj)+4 :;1
es asintéticamente no decreciente.
PD: (3no e N)(Vn>ng)(T(n) < T(n+1))
Tomamos ng =2. PD: (Vn>1)(T(n)< T(n+1))

Para facilitar la demostracién vamos a demostrar un resultado mds fuerte:
PD: (Vn>2)(T(m)<T(n)),con2<m<n

De este resultado se deduce que T(n) es asintSticamente no decreciente
(en lugar de demostrarlo para el antecesor, lo hacemos para todos los
anteriores).
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Ecuaciones de recurrencia: otra técnica

Ejercicio
Demuestre que
3 n=1

T(n) :{ T(|2)+4 n>1

es asintéticamente no decreciente.
PD: (Vn>2)(T(m)< T(n)),con2<m<n
Demostraremos esto por induccién fuerte sobre n:

Bl: Para n =2, el tinico m que debemos mostrar es el mismo 2, y en este
caso la propiedad se cumple trivialmente.

HI: Supongamos que Yk € {2,...,n—1} se cumple que

T(m)<T(k),con2<m<k
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Ecuaciones de recurrencia: otra técnica

TI: PD: (Vm< n)(T(m) < T(n)), con n,m> 2.

Como 2< m< nse cumple que 1 < [%J < [gJ Ademas, tenemos que
[SJ < n, y entonces podemos aplicar la HI:

T(5) < T(5))
T(5D)+4 < T([5)+4
T(m) < T(n)
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Dividir para conquistar

Muchos algoritmos conocidos y usados en la préctica se basan en dividir
el input en instancias mds pequefias para resolverlas recursivamente.

Tipicamente, existe un umbral ng desde el cual se resuelve
recursivamente el problema (es decir, para inputs de tamafio n > no).

Se divide el input por una constante b y se aproxima a un entero
(usando || o []), haciendo a1 y a> llamadas recursivas para cada caso.

Ademas, en general se hace un procesamiento adicional antes o
después de las llamadas recursivas, que llamaremos f(n).
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Dividir para conquistar: un ejemplo
Ejercicio
i Cémo ordenamos dos listas ya ordenadas en una?

Ly ={4,7,17,23}
L> ={1,9,10,15}

i Cémo podemos ocupar esta técnica para ordenar una lista?
i Cudl es la complejidad de este algoritmo?
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Dividir para conquistar: un ejemplo

Ejercicio
i Cémo ordenamos dos listas ya ordenadas en una?
i Cudl es la complejidad de este algoritmo?

Recorremos ambas, comparando el primer elemento. En cada paso ponemos
el menor de ellos en una nueva lista y avanzamos. Si alguna de las listas se

acaba, ponemos lo que quede de la otra al final.

En el peor caso, recorremos ambas listas comparando uno por uno sus
elementos, con lo que hacemos n— 1 comparaciones.
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Dividir para conquistar: un ejemplo

N o g A W N

Ejercicio

i Cémo podemos ocupar esta técnica para ordenar una lista?

Suponiendo que tenemos un método Combinar que implementa el
procedimiento visto anteriormente:
input : Arreglo A[O,...,n—1], largo n
output: Arreglo ordenado
MergeSort(A, n):
if n<1 then
return A
else
m < |n/2]
A; < MergeSort(A[0...m-1],m)
Ay < MergeSort(A[m...n-1],n-m)
return Combinar(A;, Az)

i Cémo obtenemos la complejidad? jHabra algiin método adicional?
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Teorema Maestro

Teorema

Si a1,a2,b,c,c0,d € R* y b> 1, entonces para una recurrencia de la forma

Co 0<n<ng

T(”)Z{ - T(IE) + 2 T([5])+cn’ n>n

se cumple que

e(n?) a1 +a < b?
T(n)ed ©(n?-log(n)) a1+ax=b’
O(nlEs@ta)y 5 4 g5 > b

i Qué valor debe tomar ny?
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Teorema Maestro

La idea es que las llamadas recursivas deben ser mas pequefias que la
original, para que el algoritmo termine. Esto significa que

n n
bJ <n y H <n
Como [gJ < [%] basta con que [%] <n.

Como [%] < g +1, basta con que

n
—+1<n
b

n+b<nb
b<nb-n

b
b-1

<n

Es decir, ng solo depende de b
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Teorema Maestro

Teorema
Si a1, a», b,c,co,d € R* y b>1, entonces para una recurrencia de la forma
o 0<n<
T(n) = b-1
( { a-T([8)+a T([2])+c-n n>
se cumple que

e(n?) a1 +ay < b?
T(n)ed O(n?-log(n)) ar+ax=b" .
@(nlogb(31+32)) a+a> bd

Ejercicio

Demuestre el teorema.
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Teorema Maestro
Ejercicio
i Cual es la complejidad de MergeSort?

Como vimos antes, el peor caso es que Combinar tenga que comparar todos
los elementos. En tal caso, se hacen n—1 comparaciones, a la que sumamos
la comparacién que se hace para verificar el tamafo de la lista. Entonces, la

ecuacién de recurrencia para MergeSort es:

1 n<?2
T(n) = { T2+ T2 +n n22

Aplicamos el teorema maestro:

31:1732:1,b:2,C:1,d:1,Co:1

1
a+ax=2, b% = 2' =2 = Entramos en el segundo caso: aj; + ap = b?

Por lo tanto, T(n) € ©(n-log(n)).
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Objetivos de la clase

Deducir ecuaciones de recurrencia para T(n)
[ Resolver recurrencias con substituciones
Deducir complejidad sin substituciones

01 Conocer el teorema maestro de algoritmos
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