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Folgst du  mir aus den Ge-ma-chern, sin - gen  wir hoch auf den Da - chern.
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Mi - au, komm, ge-lieb -te Kat - ze, mi - au, reich mir dei-ne Tat - ze!

Miau, miau, hérst du mich schreien?
Miau, miau, ich will dich freien.

Folgst du mir aus den Gemachern,
singen wir hoch auf den Dachern.

Miau, komm, geliebte Katze,
miau, reich mir deine Tatze!
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Tercer Acto: Aplicaciones

Algoritmos, grafos y nlimeros
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Playlist Tercer Acto

DiscretiWawos #3

Ademas sigan en instagram:
Qorquesta_tamen
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https://open.spotify.com/playlist/1CoU9PsVFHFOEv4uwR3VJr?si=d092f9dbc71449e3&pt=74477d41a29677b8b13e555f02728734
https://www.instagram.com/orquesta_tamen/

Algoritmos

El andlisis de algoritmos consta de dos partes

Estudiar cudndo y por qué los algoritmos son correctos (es decir,

hacen lo que dicen que hacen).

Estimar la cantidad de recursos computacionales que un algoritmo

necesita para su ejecucion.

Hoy estudiaremos cémo medir el segundo punto,
y aplicaremos a algoritmos iterativos
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Objetivos de la clase

01 Conocer definiciones de notacién asintética
1 Demostrar propiedades cldsicas de notacién asintética

0 Aplicar notacién asintdtica a algoritmos iterativos
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Outline

Notacién asintética



Notacion asintdtica

Sea f:N —R".
Definicién
O(f)={g:N—>R"|(FceR")(Ino e N)(Vn>no)(g(n) <c-f(n))}

Diremos que g € O(f) es a lo mas de orden f o que es O(f).

Si g € O(f), entonces “g crece mas lento o igual que f”
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Notacion asintdtica

Sea f:N - R".
Definicion
Q(f)={g:N>R" | (3ceR")(Fno eN)(Vn>no)(g(n) >c-f(n))}

Diremos que g € Q(f) es al menos de orden f o que es Q(f).

Si g € Q(f), entonces “g crece mas rapido o igual que "
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Notacion asintdtica

Sea f: N - R*.
Definicidn
O(f)=0O(f)nQ(f)

Diremos que g € ©(f) es exactamente de orden f o que es O(f).

Si g € ©(f), entonces “g crece igual que f”
Ejercicio

Demuestre que g € ©(f) si y sélo si existen c,d € R* y np € N tales que
Vn>ngo: c-f(n)<g(n)<d-f(n).
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Notacion asintdtica

Ejercicio
Demuestre que g € O(f) si y sélo si existen ¢,d € R* y ng € N tales que
Vn>no: c-f(n)<g(n)<d-f(n).

g<6(f)
< geO(f)rngeQ(f)
<  (3deR")(3m eN)(Yn>n)(g(n)<d-f(n)
A(3ceR")(Im eN)(Yn 2 np)(g(n) > c-f(n))
Tomamos ng = max{ny, n»}
< (3deR")(3no e N)(¥n=no)(g(n) <d-f(n)
A(3ceR")(3no e N)(Vn > no)(g(n) > c-f(n))
< (3ceR")(AdeR")(3no e N)(¥n2no)(c-f(n)<g(n)<d-f(n)
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Notacion asintdtica

Ejercicios
Demuestre que:
1. f(n) = 60n* es ©(n?).
2. f(n) =60n° +5n+1 es ©(n?).
i Qué podemos concluir de estos dos ejemplos?

Las constantes no influyen.

En funciones polinomiales, el mayor exponente “manda”.

Solucién: Apuntes Jorge Pérez, Seccién 3.1.2, paginas 102 y 103.
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Notacion asintdtica

Ejercicio
Demuestre que f(n) = log,(n) es ©(log;(n)).
i Qué podemos concluir de este ejemplo?
Nos podemos independizar de la base del logaritmo.

Solucién: Apuntes Jorge Pérez, Seccién 3.1.2, pagina 103.
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Notacion asintdtica

Podemos formalizar las conclusiones anteriores:

Teorema

k-1

Sif(n)=ak-n+aa-n"+...+ay-n*+a-n+ag, cona Ry ax>0,

entonces f es O(n*).

Teorema

Si f(n) =log,(n) con a> 1, entonces para todo b> 1 se cumple que f es

©(log,(n)).

Ejercicio (propuesto ¥)

Demuestre los teoremas.
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Notacion asintdtica

Teorema

Si f(n):ak-nk+ak_l-nk_l+...+az~n2+al-n+ao, con ajeRy ar >0,
entonces f es O(n*).

ko
Es conveniente expresar f(n) como Y a;n'.
i=0
K ,
Notemos que Vx € R, x < |x|, por lo que f(n) < 3 |aj|n’.
i=0

S K
Ahora, ¥n>1 se cumple que n' > n"™, y luego f(n) < (Z |a,-|) n*.
i=0

K
Tomamos entonces np =1y c = ¥ |aj|, con lo que f e O(n*).
i=0
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Notacion asintdtica

Teorema

k-1

Si f(n):ak-nk+ak_1-n +...+a-n’+a1-n+ap, con aieRyar>0,

entonces f es O(n*).

Para demostrar que f € Q(n*), debemos encontrar c y np tales que

K
. .
Vn>no,c-n <y ain' (1)
i=0
.f o
Notemos que lim % = ai, y luego asintéticamente tendremos que ¢ < ay.

n—+oo

Vamos a elegir un ¢ que sea menor que ax y luego encontraremos el valor
de ng desde el cual se cumple (1).
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Notacion asintdtica

Teorema

Si f(n):ak-nk+ak_1-nk_1+...+ag~n2+al-n+ao, con ajeRy ar >0,

entonces f es O(n*).

Tomemos ¢ = %:

k-1
K
<ac-n + Y an
iz
k-1
ak K
<"+ nt+ Y ain
2 0
k-1
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Notacion asintdtica

Teorema

k-1

Sif(n)=ak-n"+ak1-n" 4. . +a-n*+ai-n+ap, conaeRyar>0,

entonces f es ©(n).

Podemos relajar la condicién:

k=1 4
% S > ailn’ Dividimos por n*™*
i=0
ak = i-(k-1) i—(k-1) .
5 n > |ajln Como n <1, relajamos de nuevo
i=0
k=1
2>y al
2 i=0
2 k-1
nz— aj
o Z%l:l
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Notacion asintdtica

Teorema

Si f(n):ak-nk+ak_l-nk_l+...+ag~n2+al-n+ao, con ajeRy ar >0,

entonces f es O(n*).

k=1
Tomamos entonces ny = i 3 |ai|, con lo que f € Q(n*), y por lo tanto
i=0

feO(n").
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Notacion asintdtica

Teorema
Si f(n) =log,(n) con a> 1, entonces para todo b > 1 se cumple que f es
O(log,(n))-

Sean x =log,(n) e y = log,(n). Esto es equivalente a que a*=ny b’ =n, y
por lo tanto a* = b”. Aplicando log, a ambos lados, obtenemos que

x =log,(b”), y por propiedad de logaritmo se tiene que x =y - log,(b).
Reemplazando de vuelta x e y, tenemos que log,(n) = log,(n) -log,(b), y
por lo tanto para todo n > 1:

log, (n) < log, (b) -log, (n)
Alog,(n) > log, (b) - log,(n)

Tomamos entonces ng =1y ¢ = log,(b) y tenemos que

Vn > nolog,(n) < c-log,(n) < log,(n) € O(log,(n))
Vn > nolog,(n) > c-log,(n) < log,(n) € Q(log,(n))

de donde concluimos que log,(n) € ©(log,(n)). O
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Notacion asintdtica

Las funciones mas usadas para los érdenes de notacién asintdtica tienen
nombres tipicos:

Notacién Nombre
o(1) Constante
O(logn) Logaritmico
O(n) Lineal
O(nlogn) nlogn
e(n?) Cuadratico
o(n?) Ciibico
o(n*) Polinomial
o(m™) Exponencial
o(n!) Factorial

con k>0,m>2.
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Outline

Complejidad de algoritmos iterativos



Volviendo a complejidad. . .

Queremos encontrar una funcién T (n) que modele el tiempo de ejecucién
de un algoritmo.

Donde n es el tamafio del input.

No queremos valores exactos de T para cada n, sino que una notacion

asintdtica para ella.

Para encontrar T, contamos las instrucciones ejecutadas por el

algoritmo.

A veces contaremos cierto tipo de instrucciones que son relevantes para

un algoritmo particular.
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Contando instrucciones

Ejercicio
Considere el siguiente trozo de cédigo:
1 x<+0
2 for i=1 to ndo
3 for j=1to i do
4 X< x+1
Encuentre una notacién asintética para la cantidad de veces que se ejecuta
la instruccién 4 en funcién de n.

Solucién: Apuntes Jorge Pérez, Seccién 3.1.3, paginas 104 y 105.
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Contando instrucciones

Ejercicio
Considere el siguiente trozo de cédigo:
1 x<0
2 j<n
3 while j > 1 do
4 for i=1toj do
5 x<x+1
o Jj< 4l
Encuentre una notacién asintdtica para la cantidad de veces que se ejecuta
la instruccién 5 en funcién de n.

Solucién: Apuntes Jorge Pérez, Seccién 3.1.3, pagina 105.
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Algoritmos iterativos

Consideremos el siguiente algoritmo de bilsqueda en arreglos:

input : rreglo de enteros A = [ao,...,as-1], un natural n>0
correspondiente al largo del arreglo y un entero k
output: indice de k en A, —1 si no esta.

Busqueda(A, n, k):
1 fori=0ton-1do

2 if a; = k then
3 return /
4 return -1
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Algoritmos iterativos

¢ Qué instruccién(es) contamos?
Deben ser representativas de lo que hace el problema.
En este caso, por ejemplo 3y 4 no lo son (ipor qué?).
La instruccién 2 si lo seria, y mas especificamente la comparacién.

Las comparaciones estdn entre las instrucciones que se cuentan
tipicamente, sobre todo en bisqueda y ordenacién.

iRespecto a qué pardmetro buscamos la notacién asintética?

En el ejemplo, es natural pensar en el tamafio del arreglo n.

En conclusién: queremos encontrar una notacién asintética (ojald ©) para
la cantidad de veces que se ejecuta la comparacién de la linea 2 en funcién
de n. Llamaremos a esta cantidad T (n).
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Algoritmos iterativos

Ahora, i T(n) depende sélo de n?
El contenido del arreglo influye en la ejecucién del algoritmo.

Estimaremos entonces el tiempo para el peor caso (cuando el input
hace que el algoritmo se demore la mayor cantidad de tiempo posible)
y el mejor caso (lo contrario) para un tamafio de input n.

En nuestro ejemplo:
Mejor caso: ap = k. Aqui la linea 2 se ejecuta una vez, y luego T(n)
es ©(1).
Peor caso: k no estd en A. La linea 2 se ejecutara tantas veces como
elementos en A, y entonces T(n) es ©(n).

Diremos entonces que el algoritmo BUSQUEDA es de complejidad
©(n) o lineal en el peor caso, y ©(1) o constante en el mejor caso.
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Algoritmos iterativos

[

N o g s~ W N

Ejercicio
Determine la complejidad en el mejor y peor caso:

input : arreglo A=[ao,...,an,-1] y su largo n>0
output: arreglo estd ordenado al terminar el algoritmo.

InsertionSort(A, n):
fori=1ton-1do

Ji

while a;_; > aj A j >0 do
t<aj1
dj-1 < aj
aj <t
J=Jj-1

Solucién: Apuntes Jorge Pérez, Seccién 3.1.3, pagina 106.
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Algoritmos iterativos

En general, nos conformaremos con encontrar la complejidad del peor caso.

Es la que mas interesa, al decirnos qué tan mal se puede comportar un
algoritmo en la practica.

Ademds, a veces puede ser dificil encontrar una notacién ©.
i Con qué nos basta?

Es suficiente con una buena estimacién O, tanto para el mejor y el
peor caso.

Nos da una cota superior para el tiempo de ejecucién del algoritmo.
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Epilogo



Objetivos de la clase

01 Conocer definiciones de notacién asintética
1 Demostrar propiedades cldsicas de notacién asintética

0 Aplicar notacién asintdtica a algoritmos iterativos
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