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Miau, miau, hörst du mich schreien?

Miau, miau, ich will dich freien.

Folgst du mir aus den Gemächern,

singen wir hoch auf den Dächern.

Miau, komm, geliebte Katze,

miau, reich mir deine Tatze!
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Tercer Acto: Aplicaciones

Algoritmos, grafos y números
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Playlist Tercer Acto

DiscretiWawos #3

Además sigan en instagram:

@orquesta tamen
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https://open.spotify.com/playlist/1CoU9PsVFHFOEv4uwR3VJr?si=d092f9dbc71449e3&pt=74477d41a29677b8b13e555f02728734
https://www.instagram.com/orquesta_tamen/


Algoritmos

El análisis de algoritmos consta de dos partes

Estudiar cuándo y por qué los algoritmos son correctos (es decir,

hacen lo que dicen que hacen).

Estimar la cantidad de recursos computacionales que un algoritmo

necesita para su ejecución.

Hoy estudiaremos cómo medir el segundo punto,

y aplicaremos a algoritmos iterativos
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Objetivos de la clase

◻ Conocer definiciones de notación asintótica

◻ Demostrar propiedades clásicas de notación asintótica

◻ Aplicar notación asintótica a algoritmos iterativos
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Notación asintótica

Sea f ∶ N→ R+.

Definición

O(f ) = {g ∶ N→ R+ ∣ (∃c ∈ R+)(∃n0 ∈ N)(∀n ≥ n0)(g(n) ≤ c ⋅ f (n))}

Diremos que g ∈ O(f ) es a lo más de orden f o que es O(f ).

Si g ∈ O(f ), entonces “g crece más lento o igual que f ”
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Notación asintótica

Sea f ∶ N→ R+.

Definición

Ω(f ) = {g ∶ N→ R+ ∣ (∃c ∈ R+)(∃n0 ∈ N)(∀n ≥ n0)(g(n) ≥ c ⋅ f (n))}

Diremos que g ∈ Ω(f ) es al menos de orden f o que es Ω(f ).

Si g ∈ Ω(f ), entonces “g crece más rápido o igual que f ”
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Notación asintótica

Sea f ∶ N→ R+.

Definición

Θ(f ) = O(f ) ∩Ω(f )

Diremos que g ∈ Θ(f ) es exactamente de orden f o que es Θ(f ).

Si g ∈ Θ(f ), entonces “g crece igual que f ”

Ejercicio

Demuestre que g ∈ Θ(f ) si y sólo si existen c,d ∈ R+ y n0 ∈ N tales que

∀n ≥ n0: c ⋅ f (n) ≤ g(n) ≤ d ⋅ f (n).
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Notación asintótica

Ejercicio

Demuestre que g ∈ Θ(f ) si y sólo si existen c,d ∈ R+ y n0 ∈ N tales que

∀n ≥ n0: c ⋅ f (n) ≤ g(n) ≤ d ⋅ f (n).

g ∈ Θ(f )
⇔ g ∈ O(f ) ∧ g ∈ Ω(f )
⇔ (∃d ∈ R+)(∃n1 ∈ N)(∀n ≥ n1)(g(n) ≤ d ⋅ f (n)

∧(∃c ∈ R+)(∃n2 ∈ N)(∀n ≥ n2)(g(n) ≥ c ⋅ f (n))
Tomamos n0 = max{n1,n2}

⇔ (∃d ∈ R+)(∃n0 ∈ N)(∀n ≥ n0)(g(n) ≤ d ⋅ f (n)
∧(∃c ∈ R+)(∃n0 ∈ N)(∀n ≥ n0)(g(n) ≥ c ⋅ f (n))

⇔ (∃c ∈ R+)(∃d ∈ R+)(∃n0 ∈ N)(∀n ≥ n0)(c ⋅ f (n) ≤ g(n) ≤ d ⋅ f (n)
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Notación asintótica

Ejercicios

Demuestre que:

1. f (n) = 60n2 es Θ(n2).

2. f (n) = 60n2 + 5n + 1 es Θ(n2).

¿Qué podemos concluir de estos dos ejemplos?

Las constantes no influyen.

En funciones polinomiales, el mayor exponente “manda”.

Solución: Apuntes Jorge Pérez, Sección 3.1.2, páginas 102 y 103.
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Notación asintótica

Ejercicio

Demuestre que f (n) = log2(n) es Θ(log3(n)).

¿Qué podemos concluir de este ejemplo?

Nos podemos independizar de la base del logaritmo.

Solución: Apuntes Jorge Pérez, Sección 3.1.2, página 103.
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Notación asintótica

Podemos formalizar las conclusiones anteriores:

Teorema

Si f (n) = ak ⋅ nk + ak−1 ⋅ nk−1 + . . . + a2 ⋅ n2 + a1 ⋅ n + a0, con ai ∈ R y ak > 0,

entonces f es Θ(nk).

Teorema

Si f (n) = loga(n) con a > 1, entonces para todo b > 1 se cumple que f es

Θ(logb(n)).

Ejercicio (propuesto ☀)

Demuestre los teoremas.
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Notación asintótica

Teorema

Si f (n) = ak ⋅ nk + ak−1 ⋅ nk−1 + . . . + a2 ⋅ n2 + a1 ⋅ n + a0, con ai ∈ R y ak > 0,

entonces f es Θ(nk).

Es conveniente expresar f (n) como
k

∑
i=0

ain
i .

Notemos que ∀x ∈ R, x ≤ ∣x ∣, por lo que f (n) ≤
k

∑
i=0

∣ai ∣ni .

Ahora, ∀n ≥ 1 se cumple que ni ≥ ni−1, y luego f (n) ≤ (
k

∑
i=0

∣ai ∣)nk .

Tomamos entonces n0 = 1 y c =
k

∑
i=0

∣ai ∣, con lo que f ∈ O(nk).
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Notación asintótica

Teorema

Si f (n) = ak ⋅ nk + ak−1 ⋅ nk−1 + . . . + a2 ⋅ n2 + a1 ⋅ n + a0, con ai ∈ R y ak > 0,

entonces f es Θ(nk).

Para demostrar que f ∈ Ω(nk), debemos encontrar c y n0 tales que

∀n ≥ n0, c ⋅ nk ≤
k

∑
i=0

ain
i (1)

Notemos que lim
n→+∞

f (n)
nk

= ak , y luego asintóticamente tendremos que c ≤ ak .

Vamos a elegir un c que sea menor que ak y luego encontraremos el valor

de n0 desde el cual se cumple (1).
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Notación asintótica

Teorema

Si f (n) = ak ⋅ nk + ak−1 ⋅ nk−1 + . . . + a2 ⋅ n2 + a1 ⋅ n + a0, con ai ∈ R y ak > 0,

entonces f es Θ(nk).

Tomemos c = ak
2

:

ak
2
⋅ nk ≤

k

∑
i=0

ain
i

≤ ak ⋅ nk +
k−1
∑
i=0

ain
i

≤ ak
2
⋅ nk + ak

2
⋅ nk +

k−1
∑
i=0

ain
i

⇒ ak
2
⋅ nk ≥ −

k−1
∑
i=0

ain
i
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Notación asintótica

Teorema

Si f (n) = ak ⋅ nk + ak−1 ⋅ nk−1 + . . . + a2 ⋅ n2 + a1 ⋅ n + a0, con ai ∈ R y ak > 0,

entonces f es Θ(nk).

Podemos relajar la condición:

ak
2
⋅ nk ≥

k−1
∑
i=0

∣ai ∣ni Dividimos por nk−1

ak
2
⋅ n ≥

k−1
∑
i=0

∣ai ∣ni−(k−1) Como ni−(k−1) ≤ 1, relajamos de nuevo

ak
2
⋅ n ≥

k−1
∑
i=0

∣ai ∣

n ≥ 2

ak

k−1
∑
i=0

∣ai ∣
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Notación asintótica

Teorema

Si f (n) = ak ⋅ nk + ak−1 ⋅ nk−1 + . . . + a2 ⋅ n2 + a1 ⋅ n + a0, con ai ∈ R y ak > 0,

entonces f es Θ(nk).

Tomamos entonces n0 = 2
ak

k−1
∑
i=0

∣ai ∣, con lo que f ∈ Ω(nk), y por lo tanto

f ∈ Θ(nk).
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Notación asintótica

Teorema

Si f (n) = loga(n) con a > 1, entonces para todo b > 1 se cumple que f es

Θ(logb(n)).

Sean x = loga(n) e y = logb(n). Esto es equivalente a que ax = n y by = n, y

por lo tanto ax = by . Aplicando loga a ambos lados, obtenemos que

x = loga(by), y por propiedad de logaritmo se tiene que x = y ⋅ loga(b).

Reemplazando de vuelta x e y , tenemos que loga(n) = logb(n) ⋅ loga(b), y

por lo tanto para todo n ≥ 1:

loga(n) ≤ loga(b) ⋅ logb(n)
∧ loga(n) ≥ loga(b) ⋅ logb(n)

Tomamos entonces n0 = 1 y c = loga(b) y tenemos que

∀n ≥ n0 loga(n) ≤ c ⋅ logb(n) ⇔ loga(n) ∈ O(logb(n))
∀n ≥ n0 loga(n) ≥ c ⋅ logb(n) ⇔ loga(n) ∈ Ω(logb(n))

de donde concluimos que loga(n) ∈ Θ(logb(n)).
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Notación asintótica

Las funciones más usadas para los órdenes de notación asintótica tienen

nombres t́ıpicos:

Notación Nombre

Θ(1) Constante

Θ(log n) Logaŕıtmico

Θ(n) Lineal

Θ(n log n) n log n

Θ(n2) Cuadrático

Θ(n3) Cúbico

Θ(nk) Polinomial

Θ(mn) Exponencial

Θ(n!) Factorial

con k ≥ 0,m ≥ 2.

20 / 29



Obertura

Notación asintótica
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Eṕılogo

Outline



Volviendo a complejidad. . .

Queremos encontrar una función T(n) que modele el tiempo de ejecución

de un algoritmo.

Donde n es el tamaño del input.

No queremos valores exactos de T para cada n, sino que una notación

asintótica para ella.

Para encontrar T , contamos las instrucciones ejecutadas por el

algoritmo.

A veces contaremos cierto tipo de instrucciones que son relevantes para

un algoritmo particular.
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Contando instrucciones

Ejercicio

Considere el siguiente trozo de código:

1 x ← 0

2 for i = 1 to n do

3 for j = 1 to i do

4 x ← x + 1

Encuentre una notación asintótica para la cantidad de veces que se ejecuta

la instrucción 4 en función de n.

Solución: Apuntes Jorge Pérez, Sección 3.1.3, páginas 104 y 105.
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Contando instrucciones

Ejercicio

Considere el siguiente trozo de código:

1 x ← 0

2 j ← n

3 while j ≥ 1 do

4 for i = 1 to j do

5 x ← x + 1

6 j ← ⌊ j
2
⌋

Encuentre una notación asintótica para la cantidad de veces que se ejecuta

la instrucción 5 en función de n.

Solución: Apuntes Jorge Pérez, Sección 3.1.3, página 105.
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Algoritmos iterativos

Consideremos el siguiente algoritmo de búsqueda en arreglos:

input : rreglo de enteros A = [a0, . . . , an−1], un natural n > 0

correspondiente al largo del arreglo y un entero k

output: ı́ndice de k en A, −1 si no está.

Búsqueda(A,n, k):

1 for i = 0 to n − 1 do

2 if ai = k then

3 return i

4 return −1
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Algoritmos iterativos

¿Qué instrucción(es) contamos?

Deben ser representativas de lo que hace el problema.

En este caso, por ejemplo 3 y 4 no lo son (¿por qué?).

La instrucción 2 si lo seŕıa, y más espećıficamente la comparación.

● Las comparaciones están entre las instrucciones que se cuentan

t́ıpicamente, sobre todo en búsqueda y ordenación.

¿Respecto a qué parámetro buscamos la notación asintótica?

En el ejemplo, es natural pensar en el tamaño del arreglo n.

En conclusión: queremos encontrar una notación asintótica (ojalá Θ) para

la cantidad de veces que se ejecuta la comparación de la ĺınea 2 en función

de n. Llamaremos a esta cantidad T(n).
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Algoritmos iterativos

Ahora, ¿T(n) depende sólo de n?

El contenido del arreglo influye en la ejecución del algoritmo.

Estimaremos entonces el tiempo para el peor caso (cuando el input

hace que el algoritmo se demore la mayor cantidad de tiempo posible)

y el mejor caso (lo contrario) para un tamaño de input n.

En nuestro ejemplo:

Mejor caso: a0 = k. Aqúı la ĺınea 2 se ejecuta una vez, y luego T(n)
es Θ(1).

Peor caso: k no está en A. La ĺınea 2 se ejecutará tantas veces como

elementos en A, y entonces T(n) es Θ(n).

Diremos entonces que el algoritmo Búsqueda es de complejidad

Θ(n) o lineal en el peor caso, y Θ(1) o constante en el mejor caso.
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Algoritmos iterativos

Ejercicio

Determine la complejidad en el mejor y peor caso:

input : arreglo A = [a0, . . . , an−1] y su largo n > 0

output: arreglo está ordenado al terminar el algoritmo.

InsertionSort(A,n):

1 for i = 1 to n − 1 do

2 j ← i

3 while aj−1 > aj ∧ j > 0 do

4 t ← aj−1
5 aj−1 ← aj

6 aj ← t

7 j ← j − 1

Solución: Apuntes Jorge Pérez, Sección 3.1.3, página 106.
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Algoritmos iterativos

En general, nos conformaremos con encontrar la complejidad del peor caso.

Es la que más interesa, al decirnos qué tan mal se puede comportar un

algoritmo en la práctica.

Además, a veces puede ser dif́ıcil encontrar una notación Θ.

¿Con qué nos basta?

Es suficiente con una buena estimación O, tanto para el mejor y el

peor caso.

Nos da una cota superior para el tiempo de ejecución del algoritmo.
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Objetivos de la clase

◻ Conocer definiciones de notación asintótica

◻ Demostrar propiedades clásicas de notación asintótica

◻ Aplicar notación asintótica a algoritmos iterativos
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