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Segundo Acto: Relaciones

Conjuntos, relaciones y funciones
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Relaciones de orden

Definicién
Una relacién R sobre A es una relacion de orden parcial si es refleja,
antisimétrica y transitiva.

Generalmente denotaremos una relacién de orden parcial con el simbolo <.
B (x,y)ex x=y.
= x es menor (o menor-igual) que y.

Si < es una relacién de orden parcial sobre A, diremos que el par (A, <) es
un orden parcial.

3/42



Relaciones de orden

Ejemplos
1. Los pares (N, <), (Z,<) y (R, <) son 6rdenes parciales.
2. El par (N\{0},]) es un orden parcial.

3. Si A es un conjunto cualquiera, el par (P(A), <) es un orden parcial.
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Relaciones de orden

Definicién
Una relacién < sobre A es una relacion de orden total (o lineal) si es una

relacién de orden parcial y ademdas es conexa.

Para todo par x,y € A, se tiene que x <y o y < x

Similarmente al caso anterior, diremos que un par (A, <) es un orden total.
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Relaciones de orden

Definicion
Sean (A, <) un orden parcial, Sc Ay x € A. Diremos que:
1. x es una cota inferior de S si para todo y € S se cumple que x < y.
2. x es un elemento minimal de S si x € S y para todo y € S se cumple
que y <x =y =x.
3. x es un minimo en S si x € S y es cota inferior de S.

Andlogamente, se definen los conceptos de cota superior, elemento maximal

y maximo.
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Relaciones de orden

Ejercicio
En cada caso, jpodemos encontrar un S tal que todos sus elementos sean
minimales y maximales a la vez?
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Relaciones de orden

Ejercicio
En cada caso, jpodemos encontrar un S tal que todos sus elementos sean

minimales y maximales a la vez?

En el orden (N\{0},|) podemos tomar S = {2,3,5}. Como no se
dividen entre si, son todos minimales y maximales.

En el orden (P({1,2,3,4}),<) podemos tomar

S ={{1},{2},{3},{4}}. Como ninguno de los conjuntos en S es
subconjunto de ninguno de los demas, son todos minimales y

maximales.
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Relaciones de orden

Teorema

Sea (A, <) un orden parcial y S ¢ A no vacio. Si S tiene un elemento
minimo, este es Unico.

Ejercicio

Demuestre el teorema.

Ejercicio

Demuestre el resultado andlogo para el maximo.

Esto nos permite hablar de el minimo o el maximo, que denotaremos por
min(S) y max(S) respectivamente.
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Relaciones de orden

Teorema

Sea (A, <) un orden parcial y S ¢ A no vacio. Si S tiene un elemento
minimo, este es Unico.

Demostracién: Formalmente, debemos demostrar que
Vx,y € S(x es minimo A y es minimo — x = y)

Por demostracién directa, supongamos que S tiene dos minimos sy, s».
Como son minimos, si,s, € S, y también s; <s; y s, <51. Como < es una
relacién de orden, es antisimétrica, y luego s; = s3,. Por lo tanto, si hay un
minimo, este es (nico.

La demostracién de unicidad del maximo es completamente analoga.

10/42



Objetivos de la clase

1 Comprender concepto de supremo e infimo
1 Comprender concepto de funcién

1 Demostrar propiedades bésicas de las funciones
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Supremos e infimos



Relaciones de orden

Vimos que hay conjuntos sin minimo o maximo. La siguiente definicién
extiende estos conceptos.

Definicién
Sea (A, <) un orden parcial y S ¢ A. Diremos que s es un infimo de S si es

una cota inferior, y para cualquier otra cota inferior s’ se tiene que s’ < s.
Es decir, el infimo es la mayor cota inferior.

Andlogamente se define el supremo de un conjunto.
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Relaciones de orden

Ejercicio
Dé ejemplos de conjuntos que no tengan minimo pero si infimo, y lo

andlogo para maximo y supremo.

Un ejemplo tipico son los intervalos abiertos en el orden (R, <). Por
ejemplo, (0,1) no tiene minimo pero si infimo, 0; y no tiene maximo pero si

supremo, 1.
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Relaciones de orden

Teorema

Sea (A, <) un orden parcial y Sc A. Si S tiene supremo o infimo, estos son
nicos.

Ejercicio

Demuestre el teorema.

Esto nos permite hablar de el supremo o el infimo, que denotaremos por
sup(S) e inf(S) respectivamente.
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Relaciones de orden

Teorema

Sea (A, <) un orden parcial y Sc A. Si S tiene supremo o infimo, estos son
tinicos.

Demostracidn: de manera similar a la demostracién del minimo,
supongamos que S tiene dos supremos s; y s,. Por definicién de supremo,
ambos son cotas superiores de S.

Como s; es supremo, para toda cota superior s de S se tiene que s; <'s,
pues el supremo es la menor cota superior, y en particular, s; < s, pues s
es cota superior.

Realizando un razonamiento andlogo, obtenemos también que s, < s1, y
como < es antisimétrica, se tiene que s; = s,. Concluimos entonces que si
existe un supremo, este es (nico.

La demostraciéon de unicidad del infimo es completamente andloga.
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Relaciones de orden

i Existen conjuntos acotados inferiormente (superiormente) que no tengan
infimo (supremo)?
En los érdenes (N, <), (Z,<) y (R, <) no existen.
En (Q,<) si, por ejemplo S = {q € Q| g® < 2}. Este conjunto est4
acotado superiormente (por ejemplo por 2), pero no tiene supremo en
Q. Uno podria estar tentado de decir que el supremo es v/2, pero
V2 ¢ Q. El supremo debe pertenecer al conjunto sobre el cual estd

definido el orden.
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Relaciones de orden

Definicién
Sea (A, <) un orden parcial. Este se dice superiormente completo si para
cada S ¢ A no vacio, si S tiene cota superior, entonces tiene supremo.

De manera similar definimos el concepto de ser inferiormente completo.
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Relaciones de orden

Dado el ejemplo anterior, tenemos que (Q, <) no es superiormente
completo. Una observacién importante es que tampoco es inferiormente
completo: basta tomar S’ = {g€ Q| ¢° > 2}.

Esto motiva el siguiente teorema:

Teorema

(A, <) es superiormente completo si y sélo si es inferiormente completo.
Ejercicio

Demuestre el teorema.
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Relaciones de orden

Teorema

(A, <) es superiormente completo si y sélo si es inferiormente completo.

Demostracién: Demostraremos la direccién hacia la derecha; la otra
direccién es analoga y se deja como ejercicio.

Supongamos que (A, <) es superiormente completo; es decir, VS € A no
vacio, si S estd acotado superiormente, tiene supremo. Queremos demostrar
que también es inferiormente completo; es decir, VS € A no vacio, si S estd
acotado inferiormente, tiene infimo. Sea entonces S € A no vacio.
Supongamos que estd acotado inferiormente. Demostraremos que tiene
infimo.
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Relaciones de orden

Teorema

(A, <) es superiormente completo si y sélo si es inferiormente completo.

Como S estd acotado inferiormente, tiene al menos una cota inferior.
Tomemos el siguiente conjunto:

Sci={ac A| a es cota inferior de S}

Es decir, S, es el conjunto de todas las cotas inferiores de S. Es claro que
Sci # @. Por otra parte, como todos los elementos de S, son cotas inferiores
de S, por definicién de cota inferior se cumple que

VxeSci VyeS x=<y

de donde es claro que S, estd acotado superiormente (por todos los
elementos de S). Luego, como (A, <) es superiormente completo, S tiene
supremo, sup(Sci), el que por definicién es una cota superior de Sg;.
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Relaciones de orden

Teorema

(A, <) es superiormente completo si y sélo si es inferiormente completo.

Ahora, como todos los elementos de S son cotas superiores de S.;, se
cumple que
VyeS sup(Sq) =<y

pues el supremo es la menor cota superior. De esto dltimo se deduce que
sup(Sci) es una cota inferior de S, y como es una cota superior de S, es la
mayor cota inferior de S, es decir, es el infimo de S:

inf(S) = sup(Sei)

Concluimos entonces que (A, <) es inferiormente completo.

21/42



Outline

Funciones



Funciones

Definicién

Sea f una relacién binaria de A en B; es decir, f € Ax B.

Diremos que f es una funcion de A en B si dado cualquier elemento a € A,
si existe un elemento en b € B tal que afb, este es Unico:

afbnafc=b=c

Si afb, escribimos b = f(a).
b es la imagen de a.

a es la preimagen de b.

Notacién: f: A—- B
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Funciones

Una funcién f : A — B se dice total si todo elemento en A tiene imagen.
m Es decir, si para todo a € A existe b € B tal que b=1f(a).
m Una funcién que no sea total se dice parcial.

u De ahora en adelante, toda funcién sera total a menos que se diga lo

contrario.
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Funciones

Ejemplos

Las siguientes relaciones son todas funciones de N4 en Na:

fi = {(0’0)7 (1’ 1)7 (272)’ (373)}
f2 = {(07 1)7 (17 1)7 (271)7 (37 1)}
f3 = {(073)7 (172)7 (271)7 (370)}

i Cudntas funciones f : Ns - N4 podemos construir?
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Funciones

También podemos definir funciones mediante expresiones que nos den el
valor de f(x).
Ejemplos
Las siguientes son definiciones para funciones de R en R:
VxeR, A(x)=x"+1
Vx eR, H(x) =[x+ /x|
VxeR,f(x)=0

1 x>0

VxeR,ﬁ;(x):{ 1 %<0
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Funciones

Ejemplos

Dado un conjunto A cualquiera, las siguientes son definiciones para
funciones de A en P(A):

Vae A fi(a) ={a}
Vaec A h(a)=A-{a}
Vae A fz(a) =2
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Funciones

Definicién
Diremos que una funcién f: A —> B es:

1. Inyectiva (o 1-1) si para cada par de elementos x, y € A se tiene que
f(x) =f(y) = x =y. Es decir, no existen dos elementos distintos en A

con la misma imagen.

2. Sobreyectiva (o sobre) si cada elemento b € B tiene preimagen. Es
decir, para todo b € B existe a € A tal que b =f(a).

3. Biyectiva si es inyectiva y sobreyectiva a la vez.
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Funciones

Ejercicio
Determine qué propiedades cumplen o no cumplen las siguientes funciones:
1. f:A->P(A), Vac A f(a)={a}
2. f:A->P(A), VacAf(a)=0
3. f:N—> N4, VneN,f(n)=nmod 4
4. f:Ns—> Ng, VneNg, f(n)=(n+2) mod 4
es inyectiva y no sobreyectiva.

ni inyectiva ni sobreyectiva.

es sobreyectiva y no inyectiva.

N

es inyectiva, sobreyectiva y biyectiva.
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Paréntesis: relaciones y funciones como conjuntos

= Recordemos que las relaciones (y por lo tanto las funciones) son
conjuntos (de pares ordenados).

m Esto significa que podemos usar las operaciones de conjuntos.
¢ Unién
® Interseccién
® Complemento

= Existen también operaciones exclusivas para relaciones (y funciones).
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Paréntesis: relaciones y funciones como conjuntos

Definicion
Dada una relacién R de A en B, la relacion inversa de R es una relacidn de

B en A definida como
R™' = {(b,a) ¢ Bx A| aRb}
Definicion

Dada una funcién f de A en B, diremos que f es invertible si su relacién
inversa £~ es una funcién de B en A.
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Paréntesis: relaciones y funciones como conjuntos

Definicion
Dadas relaciones R de Aen By S de B en C, la composicion de Ry S es

una relacién de A en C definida como

SoR={(a,c) e Ax C|3be B tal que aRb A bSc}

Proposicion
Dadas funciones f de Aen By g de B en C, la composicién go f es una
funcién de A en C.

Ejercicio

Demuestre la proposicion.
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Paréntesis: relaciones y funciones como conjuntos

Proposicion
Dadas funciones f de Aen By g de B en C, la composicién g o f es una
funcién de A en C.

1. gof es funcién: supongamos que
(gof)(x)=z1y (gof)(x)=2z, con xe Az, € C.
Por definicién de composicién:
g(f(x))=z1y g(f(x)) =2, con xe A,z1,z2 € C.
Como f es funcién, existe un dnico y € B tal que y = f(x), y luego
gly)=z1yg(y)=z,conxeAyeB,z1,z0¢ C

y como g también es funcién, z; = z,. Concluimos que go f es funcién.

32/42



Paréntesis: relaciones y funciones como conjuntos

Proposicion

Dadas funciones f de Aen By g de B en C, la composicién go f es una
funcién de A en C.

2. gof estotal: sea x € A.
Como f es funcién total, 3y € B tal que (x,y) € f.
Similarmente, como g es funcién total, 3z € C tal que (y,z) € g.
Luego, (x,z)egof.
Como para cada x € A existe z € C tal que z= (gof)(x), gof es total.
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Funciones

Teorema

Si f: A — B es biyectiva, entonces la relacién inversa f~* es una funcién
biyectiva de B en A.

Ejercicio

Demuestre el teorema.

Corolario

Si f es biyectiva, entonces es invertible.

3442



Funciones

Teorema

Si f: A — B es biyectiva, entonces la relacién inversa f* es una funcién
biyectiva de B en A.

1. Funcién: supongamos que yf 'x; e yf 'xy, con y € By x1,x € A. Por
definicién de relacién inversa, esto significa que xi1fy y xofy. Como f es
inyectiva, x1 = x2, y por lo tanto ! es funcién.

2. Total: como f es sobre, para todo y € B existe x € A tal que y = f(x).
Luego, para todo y € B existe x € A tal que x = f1(y), y por lo tanto
f~* es total.
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Funciones

Teorema

Si f: A — B es biyectiva, entonces la relacién inversa f* es una funcién
biyectiva de B en A.

3. Inyectiva: supongamos que f*(y1) = f*(y2) = x, con y1,y2 € By
x € A. Por definicién de relacién inversa, esto significa que f(x) =y1 y
f(x) = y2. Como f es funcién, y1 = y», y por lo tanto ! es inyectiva.

4. Sobre: como f es total, para todo x € A existe y € B tal que y = f(x).
Luego, para todo x € A existe y € B tal que x = f 1(y), y por lo tanto
f! es sobre.
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Funciones

Teorema
Dadas dos funciones f: A—- By g:B— C:
1. Si f y g son inyectivas, entonces g o f también lo es.

2. Si f y g son sobreyectivas, entonces g o f también lo es.

Ejercicio

Demuestre el teorema.

Corolario

Si f y g son biyectivas, entonces g o f también lo es.
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Funciones

Teorema
Dadas dos funciones f: A—- By g:B - C:

1. Si f y g son inyectivas, entonces g o f también lo es.

2. Si f y g son sobreyectivas, entonces g o f también lo es.

1. Supongamos que (g o f)(x1) = (gof)(x), con xi, x> € A. Por
definicién de composicién, g(f(x1)) = g(f(x2)). Como g es inyectiva,
se tiene que f(x1) = f(x2), y como f también es inyectiva, x1 = x». Por
lo tanto, g o f es inyectiva.

2. Sea ze C. Como g es sobre, sabemos que existe y € B tal que
z =g(y). Similarmente, como f es sobre, sabemos que existe x € A tal
que y = f(x). Entonces, tenemos que z = g(y) = g(f(x)) = (g o f)(x),
y por lo tanto para cada z € C existe x € A tal que z= (g o f)(x).
Concluimos que g o f es sobre.
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Funciones

Una aplicacién muy importante de las funciones es que nos permiten
razonar sobre el tamaiio de los conjuntos. Una propiedad interesante sobre
los conjuntos finitos es la siguiente:

Principio del palomar

Se tienen m palomas y n palomares, con m > n. Entonces, si se reparten las
m palomas en los n palomares, necesariamente existird un palomar con mas
de una paloma.

Principio del palomar (matematico)

Si se tiene una funcién f : N, — N, con m > n, la funcién f no puede ser
inyectiva. Es decir, necesariamente existiran x,y € N, tales que x # y, pero

F(x) = f(y).
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Funciones

Principio del palomar (para sobreyectividad)

Si se tiene una funcién f : N, > N, con m < n, la funcién f no puede ser

sobreyectiva.

Corolario

La dnica forma en que una funcién f : N, — N, sea biyectiva es que m = n.
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Funciones

Ejemplo
Si en una sala hay 8 personas, entonces este afio necesariamente dos de

ellas celebraran su cumpleafios el mismo dia de la semana.

Las 8 personas las podemos modelar como el conjunto P ={0,...,7} y los

dias de la semana como el conjunto S =0,...,6. El dia de la semana que se
celebra el cumpleafios de cada una resulta ser una funcién de P en S, por el
principio de los cajones, esta funcién no puede ser inyectiva, luego al menos
dos personas distintas celebraran su cumpleanos el mismo dia de la semana.
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Objetivos de la clase

1 Comprender concepto de supremo e infimo
1 Comprender concepto de funcién

1 Demostrar propiedades bésicas de las funciones
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