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Primer Acto: Fundamentos

Induccién y légica
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Playlist Primer Acto

Playlist del curso: DiscretiWWawos

Ademds sigan en instagram:
Q@orquesta_tamen
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https://open.spotify.com/playlist/4qQxtSlEo27wu7yAotPxEV?si=26c473b610374fd9
https://www.instagram.com/orquesta_tamen/

Sintaxis de la légica proposicional

Sea P un conjunto de variables proposicionales

Definicidn

Dado P, se define L(P) como el menor conjunto que satisface
1. Si pe P, entonces p € L(P)
2. Si p e L(P), entonces (-p) € L(P)
3. Sip, e L(P)y € {A,Vv,—, <}, entonces (¢ x 1) € L(P)

Cada ¢ € L(P) es una férmula proposicional

Notemos que L(P) se define inductivamente a partir de un P fijo

4/31



Semadntica de la légica proposicional

Definicién
Sea P un conjunto de variables proposicionales. Una valuacion o
asignacion de verdad de las variables de P es una funcién o : P - {0,1}
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Semantica de la légica proposicional

Definicién
Sea P un conjuntoy o : P — {0,1} una valuacién de las variables de P. Se
define la valuacion extendida 6 : L(P) — {0,1} segtin

= Si p=pcon pe P, entonces 5(p) =o(p)

= Semantica de la negacion. Si ¢ = (—t)) para ¢ € L(P), entonces

1 sio(y)=0

0 sié(y)=1
= Semantica de la conjuncidn. Si ¢ = (1 A12) para 1,92 € L(P),

G(p) =
entonces

0 en otro caso

o) - {1 sig()=1y6()=1
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Semantica de la légica proposicional

Definicién (cont.)
Semantica de la disyuncién. Si ¢ = (¢1 V) para 91,1, € L(P),
entonces
. 0 sig(yr)=0yo&(¢2)=0
6(p) =
1 en otro caso
Semantica de la implicancia. Si ¢ = (11 — 12) para ¥1,12 € L(P),
entonces
0 si&(d1)=1ya(s2)=0
1 en otro caso
Semantica de la doble implicancia. Si ¢ = (11 < 1) para
1,12 € L(P), entonces

o) - {1 si 6(1) = 6(v2)

0 en otro caso

5(p) =

Por simplicidad usaremos o en vez de &
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Visualizando la semantica: mundos posibles

Cada valuacién describe un mundo posible. Podemos representarlos de
forma exhaustiva en tablas de verdad

P q

= = O O
= O = O

|4
1
0
0
0

= Cada fila representa una valuacién especifica (un mundo posible)

m Cada columna muestra en qué mundos es verdadera una férmula ¢

Una férmula queda determinada semanticamente por su tabla de verdad:
sabemos dénde (en qué o) es verdadera/falsa
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Visualizando la semantica: mundos posibles

Consideremos los conectivos basicos y sus tablas de verdad

p q| (p) (prg) (pva) (p—>q) (p<q)
0 0 1 0 0 1 1
0 1 1 0 1 1 0
1 0 0 0 1 0 0
1 1 0 1 1 1 1
Ejercicio
Considere un conjunto de variables proposicionales P = {p1,...,pn}.

i Cuantas valuaciones diferentes existen para variables en P?

i Cudntas tablas de verdad diferentes hay en L(P)?

n
Los ndmeros 2" y 2% nos acompafiaran por siempre en computacién
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Visualizando la semantica: mundos posibles

Consideremos los conectivos bésicos y sus tablas de verdad

p a| (p) (prg) (pva) (p—>q) (p<q)
0o o] 1 0 0 1 1
o 1| 1 0 1 1 0
1 0| o 0 1 0 0
1 1] o 1 1 1 1

Comparemos con una férmula particular ¢ = (=((=p) A (=9q)))

iSe parece a alguna tabla de verdad conocida?
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Objetivos de la clase

Comprender concepto de equivalencia légica
01 Conocer leyes de equivalencia
Plantear férmula equivalente a una tabla de verdad cualquiera

() Demostrar que un conjunto es funcionalmente completo
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Equivalencia légica

La visualizacién anterior sugiere la existencia de férmulas con sintaxis
diferente, pero misma semdntica

Definicién
Dos férmulas ¢, 1) € L(P) son légicamente equivalentes sj para toda

valuacién o, se tiene que o(p) = o (1)), denotdndolo como ¢ = .

Las férmulas equivalentes comparten semantica teniendo diferente sintaxis
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Equivalencia légica

Ejemplo

Demostremos que
(prg)nr=pna(qnr)

Para esto, podemos mostrar las tablas de verdad de ambas férmulas con
variables en P = {p, q, r}

(prg)nr pa(qgar)
0 0

H =2 2 2 O O O O|T
= O O - +H O O|Q

H O B O K O O|

H O O O O O O

_H O O O O o o

=

Como sus tablas de verdad son iguales, concluimos que son equivalentes.

Ma3s alin, este resultado muestra que el conectivo A es asociativo
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Equivalencia légica

Mediante tablas de verdad se prueba una serie de leyes de equivalencia

Proposicién (leyes de equivalencia)

Para férmulas proposicionales ¢, 1,0 € L(P) se cumple

1. Doble negaci6n
~(-p) =
2. Leyes de De Morgan
()= (=) v (-¢)
(V) = (=) A (-9)
3. Conmutatividad
pAY=YAp
VY=YV
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Equivalencia légica

Proposicién (leyes de equivalencia)

Para férmulas proposicionales ¢, 1,0 € L(P) se cumple

4. Asociatividad
eA(prd)=(prp)nb
pv(pvo)=(pvy)ve
5. Distributividad
en(@vl)=(pry)v(pnb)
ev(prd)=(pvi)a(pvh)
6. ldempotencia
PAP=EP
pVo=p
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Equivalencia légica

Proposicién (leyes de equivalencia)

Para férmulas proposicionales ¢, 1,0 € L(P) se cumple

7. Absorcidn
eA(pve)=e
pv(pn)=ep
8. Implicancia material
p>P=(-p) vy
9. Doble implicancia

pov=(p=)A =)
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Consideraciones...

Desde ahora
Omitiremos paréntesis externos
Omitiremos paréntesis asociativos
Omitiremos cualquier paréntesis que no produzca ambigiiedad
La negacidn tendra precedencia sobre los conectivos binarios:
((=p) v q) A (=r) lo escribiremos como (-=pV q) A =r

Usaremos operadores generalizados por simplicidad:

\/(p,- = (pl \/...\/g@n
i=1

~.

I
=N

©i V1A APy

iPor qué es ilegal usar los operadores generalizados con n = co?
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Conectivos y férmulas

Tenemos una férmula ¢ € L(P), con P ={p,q,r}, y lo dnico que
conocemos de ella es que cumple la siguiente tabla de verdad:

hej

= = = = O O O O
H = O O = H O O|Q
H O +H O+ O K O~
I—IOOI—‘I—IOOI—\“G

iPodemos construir una férmula equivalente a ¢?
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Conectivos y férmulas

Ejemplo
EERar: P q rle
o1 |0 0 01 os |1 0 0|1
o2 |0 0 1|0 os |1 0 1|0
o3| 0 1 0]0 o7 |1 1 0]0
os |0 1 1|1 og |1 1 1|1
Estrategia:

Codificar cada valuacién o tal que o(¢) =1
Combinar dichas codificaciones mediante disyuncién

Con esto, proponemos la siguiente férmula equivalente a ¢

((=P)A(=q) A (=) v((=p)AqAr) v(pA(=q)A(=r)) V(pPArgAr)

Podemos generalizar esta idea para n variables
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Conectivos y férmulas

Consideremos el conectivo n-ario siguiente

pr P2 ... Pn-1  Pn ©
o1 |0 0 ... 0 0| o)
o2 0 0o ... 0 1 o2(¢)
Oon 1 1 ... 1 1 | o2n(p)
Para cada oj con j € {1,...,2"} consideremos la siguiente férmula:

ei=| A pi|rl A (p)

i=l...n i=l...n
o;(pj)=1 o;(p;)=0

La férmula ¢; codifica la j-ésima valuacién
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Conectivos y férmulas

‘ pr P2 ... Pn-1  Pn '
o1 0 0 0 0 0’1(30)
o | 0 0 ... 0 1 | o2(p)
agon 1 1 1 1 UQ”((P)

Ahora tomamos la disyuncién de las valuaciones que satisfacen a ¢

V o = V AN I VA GT-))
j=1...2" j=1...2" i=1...n i=1...n
O'j(tp):l Uj(cp):l aj(pi)=1 a;(p;j)=0

La férmula resultante es equivalente a ¢
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Conectivos y férmulas

Teorema

Para toda tabla de verdad existe una férmula equivalente.

Corolario

Para toda tabla de verdad existe una férmula equivalente que solo usa
simbolos —, A y V.
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Conectivos funcionalmente completos

Definicién
Un conjunto de conectivos légicos se dice funcionalmente completo si

toda férmula en L(P) es légicamente equivalente a una férmula que sélo
usa esos conectivos.

Ejemplo
Ya demostramos que el conjunto C = {—, A, v} es funcionalmente completo,
pues para toda férmula ¢, se tiene que

e =V A pilrl A (p)
j=1...2" i=l...n i=l...n
oi(p)=1 \ \oj(p)=1 a;(pi)=0
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Conectivos funcionalmente completos

Ejercicios
1. Demuestre que {-,A}, {=, v} y {=,—} son funcionalmente completos.
2. Demuestre que {-} no es funcionalmente completo.

3. iEs {A,Vv,—, <} funcionalmente completo? (propuesto %)
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Conectivos funcionalmente completos

Ejercicio 1.
Demostraremos que {-, >} es funcionalmente completo.

Como sabemos que C = {—, A, V} es funcionalmente completo,
demostraremos por induccién que toda férmula construida usando sélo los
conectivos anteriores es l6gicamente equivalente a otra férmula que solo usa
-y —. Con esto, queda demostrado que C’ = {~, —} es funcionalmente
completo.

Bl: Si ¢ = p, con p € P, la propiedad se cumple trivialmente.

HI: Supongamos que ¢, € L(P), que sélo usan conectivos en C, son

tales que v = ¢’ y ¥ =)', donde ¢’, %’ sélo usan conectivos en C’.

Es crucial la direccién. Queremos probar que C' = {-, >} es F.C.
por lo que debemos usar los simbolos de C’ para expresar los de C
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Conectivos funcionalmente completos

Ejercicio 1.
HI: Supongamos que ¢, € L(P), que sélo usan conectivos en C, son

tales que ¢ = ¢’ y 1 =)', donde ¢’, %’ sélo usan conectivos en C’.

TI: Consideraremos una férmula 6 construida con los pasos inductivos
para los operadores en C. Tenemos tres casos que analizar:

0= (~p)
O0=pnt
0=pv
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Conectivos funcionalmente completos

Ejercicio 1.
TI: Consideraremos una férmula 6 construida con los pasos inductivos

para los operadores en C.

HI , .
0= (-p) = (~¢"), y como ¢’ sélo usa conectivos en C’, 0 es
equivalente a una férmula que sélo usa conectivos en C'.

HI ’
O=pnrth) = AY
Usando las leyes de doble negacién, De Morgan y de implicancia:
0=-(=(" ") = =((=¢") v (=¢)) = =(¢" > (-¢))

Y como ', sélo usan conectivos en C’, 6 es equivalente a una
férmula que sélo usa conectivos en C'.
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Conectivos funcionalmente completos

Ejercicio 1.
TI: Consideraremos una férmula 6 construida con los pasos inductivos
para los operadores en C.

O=pvi 2y vy
Usando la ley de implicancia:
0=(-¢") >3

Y como ¢, 4" sélo usan conectivos en C’, 0 es equivalente a una
férmula que sélo usa conectivos en C'.

Luego, por induccidén estructural se concluye que para toda férmula con
simbolos solo de C, existe una férmula equivalente con simbolos en C’. [J

28/31



Conectivos funcionalmente completos
Ejercicio 2.
Demostraremos que {-} no es funcionalmente completo.

Dado P = {p}, demostraremos por induccién que toda férmula en L(P)
construida usando sélo p y - es légicamente equivalente a p o a —-p. Como
ninguna de estas férmulas es equivalente a p A —p, se concluye que {-} no
puede ser funcionalmente completo.

Demostraremos la propiedad
P(p) := ¢ es equivalente a po a —p
Bl: Si ¢ = p, con p € P, la propiedad se cumple trivialmente.
HI: Supongamos que ¢ € L(P) construida usando sélo p y - es

equivalente a p o a —p.

Esta demostracién es “negativa’... daremos un caso
en que no se cumple la definicién de funcionalmente completo
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Conectivos funcionalmente completos

Ejercicio 2.

TI: El dnico caso inductivo que tenemos que demostrar es ¢ = -,
pues sélo podemos usar el conectivo —.

Por HI, sabemos que para toda valuacién o se cumple que
o(p) =0a(p) o a(p) = o(-p). Podemos hacer una tabla de verdad:

Concluimos que v es equivalente a p 0 a —p.

Por lo tanto, por el argumento dado al principio, tenemos que {-} no es
funcionalmente completo. O
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Objetivos de la clase

Comprender concepto de equivalencia légica
01 Conocer leyes de equivalencia
Plantear férmula equivalente a una tabla de verdad cualquiera

() Demostrar que un conjunto es funcionalmente completo
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