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Resumen

1 Algoritmos

Definimos un cerro como una lista consistiendo en una serie estrictamente creciente seguida
de una serie estrictamente decreciente. Por ejemplo:

[1,2,4,19,8, 3]
[—5,2,7,10,15,6,5,4, 1,0]
SO CErros.

1. Escriba un algoritmo que utilice una estrategia de dividir y conquistar que reciba como
input un cerro, y entregue como output el valor méaximo de este.

2. Calcule la complejidad de su algoritmo.
Intente crear un algoritmo que sea O(log(n)).

Solucion

a)
Input: un cerro A = [ag, ... ,an-1].
Output: el valor maximo de A.
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CerroSearch(A = [ag, ... ,a,_1])

a <0
b<n-—1
m <+ |42
if b ==0 then
return A[0]
else if A[m| > A[m + 1] then

]
return CerroSearch(A[: m + 1])
else if A[m| < Am + 1] then
return CerroSearch(A[m + 1 :])

end if

b) Contaremos la cantidad de comparaciones de 7'(n), donde n es el largo del input. Consideraremos
el peor caso (que ocurre cuando el arreglo estd ordenado). Consideremos la siguiente ecuacién
de recurrencia:

T(n)— 1 n=1
7YY +3 n>1

Supongamos que n = 2, con k € N. Tenemos que

2k
Tn)=T2 =T (5> +3
=T +3
=(T(2"?)+3)+3
=T@2"*)+2-3

=T(2F") +4i-3

=T +k-3
=T(1)+k-3
=3k+1
Volviendo a términos de n, tenemos que k = log,(n), por lo que
T'(n) = 3logy(n) + 1

De lo que concluimos que T'(n) € O(logy(n) | POTENCIA,).
Ademas, dado que log,(n) es asintéticamente no decreciente, 2-drmonica y T'(n) es asintticamente
no decreciente, concluimos que

T(n) € O(logy(n)) = O(log(n))
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2 Complejidad

Sean f : N — Rty g : N — R"dos funciones cualesquiera. Demuestre o entregue un
contraejemplo para las siguientes afirmaciones:

1. Si f(n) € ©(g(n)) entonces min {f(n),g(n)} € O( méx {f(n),g(n)}).

2. Si f(n) € O(g(n)) entonces f(n)™ € O (g(n)/™).
Solucién

1. Definiendo h(n) = min{ f(n),g(n)} y H(n) = max{f(n),g(n)} Como f € ©(g), existen
constantes c¢1,co € R,n, € N tal que

cig(n) < f(n) < cag(n)vn = ng (1)
Despejando de la parte derecha de la desigualdad

6—12f<n> < g(n)¥n > ny 2)

Tenemos dos escenarios desde n > nyg :
1. Cuando f(n) < g(n),h(n) = f(n) NH(n) = g(n). Usando (1) y la condicién de este

caso:
cig(n) < f(n) < 1-g(n) paran > ng tq f(n) <1-g(n)

min { i} g(n) < crg(n) < f(n) < 1-g(n)

min {cl, i} Hn) < h(n) < 1- H(n)

2. Cuando g(n) < f(n),h(n) = g(n) A H(n) = f(n) Con (2) queda:

c_lzf(n) < g(n) <1-f(n) paran > ng tq f(n) > g(n)

Combinando ambos casos:

Co
AH(n) < h(n) < dGH(n) Vn>ng

}
min {cl, l} H(n) < h(n) <1-H(n) ¥n>no

Con lo cual, h(n) € ©(H(n))
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2. La afirmacién anterior es falsa, se puede demostrar a través de un contraejemplo: Sea
f(n) = 2y g(n) = n. De acuerdo a la jerarquia en notacién O vista en clases se
cumple que f(n) € O(g(n). Se debe demostrar ahora que f(n)?™ ¢ O (g(n)/™) :

Nuevamente si consideramos la jerarquia en notacién O vista en clases, si f(n)9™ =
2" y g(n)’™ = n?. Entonces no se cumple que f(n)*™ € O (g(n)/™), lo que es
equivalente a f(n)™ ¢ O (g(n)/™). Por demostracién a través de contraejemplo
queda demostrado que la afirmacion no se cumple para dos funciones arbitrarias.

3 Complejidad + induccién

Considere la siguiente ecuacién de recurrencia:

1 sin=1
T(n) = {4-T(L§J) +ntlogy(n) sin>1

Demuestre usando induccién que T'(n) € O (n*(logn)?). Puede que los siguientes valores le
resulten utiles:

log,(3) = 1,6 logy(5) = 2,3 log,(6) =2,6 logy(7)~2,8

Solucién

Por definicién de O asintética, tenemos que g € O(f) si y solo si
(Elc € R+) (Ing € N) (Yn > ng) (g(n) < c- f(n))

Demostraremos por induccién que T'(n) € O (n*(logn)?). Usaremos logaritmo en base 2,
pues es el que aparece en la ecuacién de recurrencia. Debemos encontrar ¢ € Rty ng € N
tales que para todo n > ng se cumpla que

T(n) < - n® (logy(n))”

Para esto, vamos a inspeccionar los primeros valores de T'(+), y de esta forma trataremos de

inferir ambas constantes. Reemplazando en la ecuacién de recurrencia, y comparando con
2

los valores de n? (log,(n)), tenemos que:

T(1) =1 % 12(logy(1))* = 0
T(2)=4-T(1)+2* logy(2) =4 +4-1=8 % 2%(log,(2))? = 4
T(3)=4-T(1)+3% log,(3) ~4+9-1.6 =184 < 32(logy(3))* ~ 22.6
T(4)=4-T(2) +4% logy(4) =4-8+16-2 =64 < 4*(log,(4))* = 64
T(5) =4-T(2) + 5% logy(5) ~4-8+25-2.3=2895 < 5%(log,(5))? ~ 134
T(6) =4-T(3) + 6% log,(6) ~ 4-18.4 + 36 -2.6 = 167.2 < 6%(log,(6))* ~ 240
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Teniendo estos valores en cuenta, podemos observar que para n > 3 se cumple que si ¢ = 1
2 . i
entonces T'(n) < c¢-n? (logy(n))”. Demostraremos entonces, por induccién fuerte, que

T(n) < n?(logy(n))> ¥n>3

BI: Como la propiedad no se cumple para T'(1) y T'(2), todos los casos que involucren estos
subcasos en la ecuacién de recurrencia seran casos base. Dado lo anterior, los casos bases
son n € {3,4,5} (cuando n = 6 se usa T'(3), que ya seria un caso base; por lo tanto, n = 6
no es un caso base). Como vimos antes, para n € {3,4,5} se cumple la propiedad.

HI: Suponemos que para todo k € {3,...,n — 1} se cumple la propiedad.

TT: Por demostrar que T'(n) < n? (logy(n))?, para n > 6.

) + n?logy(n) como 3 < ng < n aplicamos la HI
n

(log., | —

(logy | 5

n

2

1)? + n”logy(n)

)* +n*log,(n)

Il
N

)? — 2logy(n) + 1 + logy(n))
)2 —log,(n) + 1) como n > 3, —logy(n) +1 <0
2

<

Con esto hemos demostrado que para todo n > 3 se cumple que T'(n) < n?(log,(n))?, por lo
que T(n) € O(n*(logy(n))?).

Observacién: este ejercicio también se podia demostrar utilizando otro ¢ y su ng correspondiente,
pero el procedimiento de la induccién es analogo al caso anterior. Lo importante es fijar el
¢y el ng antes de empezar la induccion.
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