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Resumen

1. Conjuntos y Producto Cartesiano

1. Sean A, B y C conjuntos no vacios.
.Son ciertas las siguientes afirmaciones? Demuestre o dé un contraejemplo.

a) Ax B=Bx Asiysolosi A=DB
b) Ax (B\C)=(AxB)\(Ax()
2. Definimos la diferencia simétrica entre dos conjuntos A y B como:
AAB=A\BUB\A
Demuestre que si A, B y C' son no vacios, se cumple que.
Si AAC = BAC entonces A = B
Solucién

1. a) (+) Dado que A = B, es claro que A x B = A x A. Similarmente, también se
cumple que A x A = B x A. Por lo tanto, A x B =B x A.
(—) Dado que A x B = B x A, demostraremos que A C By B C A:
(C) Sea a € A. Como B # @, existe b € B tal que (a,b) € A x B. Como
A X B =B x A, tenemos que (a,b) € B x A, y por lo tanto a € B.
(2) Anéloga a lo anterior.

b) Mostraremos la igualdad demostrando ambas contenciones:

= Ax (B\C)C (Ax B)\(AxC):
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» Ax (B\C)C(AxB)\(Ax():
Sea (x,y) € Ax (B\ C). Por defincién de producto cartesiano, sabemos que
r €Ay quey € B\ C,y por definicién de diferencia de conjuntos, sabemos
que y € Bey ¢ C. Luego, (z,y) € Ax By (z,y) ¢ A x C, por lo tanto
(x,y) € (Ax B)\ (AxC).

» (AxB)\(AxC)CAx(B\CO):
Sea (z,y) € (A x B)\ (A x C). Por definicién de diferencia de conjuntos,
sabemos que (z,y) € Ax By (z,y) ¢ A x C, y por definicién de producto
cartesiano, sabemos que x € A e y € B. Més aun, necesariamente y ¢ C
(pues en otro caso (z,y) € A x C), y entonces y € B\ C. Concluimos que

(x,y) € Ax B\ C.

2. Dado que AAC = BAC, demostraremos que A C By B C A:
(C) Sea x € A. Consideremos dos casos:

x ¢ C: tenemos que x € A\ C, y entonces x € A\ CUC'\ A. Luego, por definicién
de diferencia simétrica, se cumple que x € AAC, y entonces x € B\ C. Esto
significa que z € B\ CUC \ B, y como = ¢ C, necesariamente x € B\ C.
Concluimos que x € B.

xz € C: tenemos que z ¢ A\ C' y que x ¢ C'\ A. Luego, x ¢ AAC, y entonces x ¢
BAC. Por definicién de diferencia simétrica, esto dltimo implica que x ¢ BAC.
Por definicién de diferencia simétrica, esto dltimo implica que ¢ C'\ B y como
x € C, necesariamente x € B.

(2) Anéloga a la anterior.

2. Teoria de Conjuntos

Dado un conjunto A, definimos

T(A) = {X € P(A) | X = &V A\X es finito}

Recuerde que P(A) es el conjunto potencia de A.

Demuestre que:
1. @2eT(A)
2. AeT(4)
3. UT(A) e T(A4)
4. Si X es un subconjunto finito de 7 (A), entonces (X € T(A).

Solucién
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a) Por teorema, para todo conjunto A se tiene que @ C A. Como P(A) es el conjunto de todos
los subconjuntos de A, se tiene que @ € P(A). Por definicién de T(A), X € P(A) AN X =
@) — X € T(A), de lo que se concluye que & € T(A).

b) Como P(A) es el conjunto de todos los subconjuntos de A, se tiene que A € P(A). Ademas,
A\A = @, y & es finito. Como A € P(A) A A\A es finito, seconcluye que A € T(A).

c) El caso en que T(A) = {@} es trivial, ya que |JT(A) = @ € T(A).

P(A) es el conjunto de todos los subconjuntos de A. Como todo X € T(A) también es
elemento de P(A), todos los elementos de cualquier X estan también en A. Luego, al hacer
una union de cualquier par de conjuntos X € 7 (A), se obtendra un conjunto que solo tiene

elementos de A, y consecuentemente serd un elemento de P(A). Entonces, se tiene que, para
cualquier X, Xy € T(A), X; U X, € P(A).

Por definicion de 7 (A) se tiene que VX € T(A), X # @ se cumple que A\X es finito. Sin
pérdida de generalidad, digamos que T (A) es de la forma {X;, X5, ...}, con Xy, Xs, ... # @.
Para cada X; se tiene que A\X; es finito. Como la operacién diferencia entre dos conjuntos
no agrega elementos, una concatenacién de diferencias tampoco lo hace. Luego, si A\X;

es finito, (A\X;)\X; para cualquier j también lo es. Ademds, por definicién del operador
diferencia, se tiene que (A\X;)\X; = A\(X; U X;).

Por otra parte, se tiene que (J{¥,X1,...} = U{X1,...} ya que @ no tiene elementos.
Adicionalmente, es claro que X; U Xy U ... € P(A). Con ello,

((ANXD)\Xo)\..

es finito, por lo que se concluye que X1 U Xo U ... =JT(A4) € T(A).

A\(X;UX,U.)

d) Podemos escribir X = {Bj, B, ..., B,} con n > 0 y finito. Como B; € T (A) para todo i,
se tiene que (| X € P(A). Hay dos casos:

Caso 1: A es finito:
Este caso es trivial, ya que la operacién diferencia no puede agregar elementos a un conjunto,
por lo que A\([ X) necesariamente es finito.

Caso 2: A es infinito:

Notemos que para cualquier par de conjuntos A, B se tiene la siguiente equivalencia: A\ B =
AN B¢
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Para este caso, se tiene que

A\(()X) = A\(Bi N BN ...N B,)
=AN(BiNByN..NB,°
=AN(BfUBjU..UBy)
=(ANB))U(ANBS)U..U(ANBy)
= (A\By) U (A\By) U ...U (A\B,)
La unién de un nimero finito de conjuntos finitos necesariamente es también un conjunto

con un numero finito de elementos. Como X es un conjunto finito, es decir, n es finito, y
A\ B; es finito por definién de T (A), entonces A\ ([ X’) necesariamente es finito.
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