PonTIFIicIA UNIVERSIDAD CATOLICA DE CHILE
DEPARTAMENTO DE CIENCIA DE LA COMPUTACION
I1IC1253 - MATEMATICAS DISCRETAS

Ayudantia 4 - Repaso 11

12 de abril de 2024

Martin Atria, Paula Grune, Caetano Borges

Resumen

1. Lébgica de Predicados - I1 2023-2

Dado un conjunto ¥ de oraciones (férmulas sin variables libres) en légica de predicados,
diremos que X es satisfacible si existe una interpretacién Z tal que Z |= ¢ para toda ¢ € X.
En caso contrario, decimos que X es inconsistente.

Dados un conjunto de oraciones ¥ y una oracion ¢, demuestre que

Y = p siy solo si ¥ U {—¢} es inconsistente.

Solucion
Demostraremos cada direccion de la doble implicancia por separado:

1. —: Por contrapositivo, supongamso que ¥ U {—p} es satisfacible. Esto significa que
existe una interpretacién Z tal que Z = XU {—p}. Por definicién de satisfacibilidad, se
tiene que Z = X AZ = —p. Luego, Z = ¥ AT - ¢, con lo que concluimos que ¥ = ¢,
que es lo que queriamos demostrar.

2. <: Sea Z una interpretacion tal que Z = 3. Como XU {—¢} es inconsistente y Z = X,
necesariamente Z p= -, v luego Z = ¢. Concluimos entonces que X = .
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2. Logica de Predicados - I1 2018-2

Sea R(-,-) un predicado binario. Considere el siguiente conjunto de férmulas en lgica de
predicados:

¥ = {Vady(R(z,y)),
VaVy(R(z,y) — R(y,x)),
VavyVz((R(z,y) A R(y, 2)) = R(z, 2))}

y la férmula ¢ = Va(R(z, z)). Demuestre que ¥ F .
Solucién

Se tiene que ¥ |= ¢ si y solo si ¥ U {—¢} es inconsistente. Demostraremos la inconsistencia
de este ultimo conjunto por resolucion.

En primer lugar, es necesario pasar las féormulas a CNF para trabajar con resolucién. Sea
¥ =X U{—¢}. Se tiene que

VxIy(R(x,y)) €Y', ya estd en CNF
VaVy(R(z,y) — R(y, z)) ey
=VaVy(-R(z,y) V R(y, x)) estd en CNF
VaVyVz((R(x,y) A R(y, z)) — R(x, z)) e
=VaVyVz((=(R(xz,y) A R(y,2)) V R(x, z))
=VaVyVz((-R(z,y) V —~R(y,2) V R(x, z)) esta en CNF
—Va(R(z,x)) e
=Jdz-(R(z,x))
=dz(-R(z,x)) estd en CNF

Al aplicar resolucién sobre un conjunto de férmulas en logica de predicados hay que ser
muy cuidadoso. En el proceso se instancian las variables de los cuantificadores gracias a
especificacion existencial y universal. En la especificacién existencial solo se pueden instanciar
variables que no han sido utilizadas, mientras que en la especificacién universal, como
la féormula respectiva se cumple “para toda” instancia de la variable, se pueden elegir
variables ya instanciadas anteriormente, ya sea por especificacion existencial o universal.
Por esto, en general, es necesario aplicar todas las especificaciones existenciales al inicio de
la demostracién por resolucién, para después tener la libertad de instanciar las variables de
las especificaciones universales de manera conveniente y valida.



Ayudantia 3 - Légica de predicados

Por resolucion, se tiene que:

(1)3z(—-R(x,x)) ey’
(2)=R(a,a) especificacion existencial en (1)
(3)VaeIy(R(z,y)) ey
(4)R(a,b) especificacién universal y existencial en (3)
(5)VaVy(=R(z,y) V R(y, v)) €y
(6)=R(a,b) vV R(b,a) especificacion universal doble en (5)
(T)R(b,a) resolucién de (4) y (6)
(8)VaVyVz(—R(z,y) V = R(y, 2) V R(z, 2)) ey
(9)=R(a,b) V-R(b,a) V R(a,a) especificacion universal triple en (8)
(10)=R(b,a) V R(a,a) resolucién de (4) y (9)
(11)R(a,a) resolucién de (7) y (10)
(12)d resolucién de (2) y (11)

Finalmente, por resolucién concluimos que ¥’ = ¥ U {—¢} es inconsistente, y por teorema,
que X = .

3. Induccion - 12 2023-1

Para un conjunto finito D = {ay,...,a,} C N tal que n es impar y a; < ... < a, se define
median(D) como la mediana del conjunto D tal que: median(D) = ansr. Por ejemplo, si D
= {1, 4, 8, 11, 15} entonces median(D) = 8. Ademds, un intervalo de naturales I = [a, b] es
el conjunto de naturales consecutivos entre a y b, incluyéndolos. Por ejemplo, [3, 6] = {3,
4, 5, 6}. Demuestre usando induccién fuerte que para todo conjunto finito D y para todo
intervalo de naturales I, si I contiene mas de la mitad de los elementos de D, entonces la

mediana de D estd en el intervalo I. Formalmente, demuestre que si [/ N D| > I | entonces
median(D) € L.

Solucion

Tenemos que:

D ={ay,...,a,}
n es impar
a; < ag < ...<apy
median(D) = ans1

Sea I un intervalo en N

PD: Si [I N D| > £l — median(D)e I
La demostracion de esta pregunta se hace con induccion fuerte.
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Caso base:

P(n) : Para |D| = n se tiene que YI.|I N D| > ‘%l — median(D) € I
D] =1
Si |[IND|> % entonces tenemos que:
IND|=1
DCI

median(D) = angr = ay € 1

Caso inductivo: Suponemos que VD tal que |D| < n se cumple P(|D|).
Sea D cualquiera tal que |D| = n, tenemos los siguientes casos:

)

4.

ap €l Na, el

Es facil notar que D C I, por lo que median(D) € I gracias a que todos los elementos
de D estan contenidos en I.

ap€lNa, ¢1

Como tenemos que |/ N D| > ‘;J Aay € I, debido a que [ tiene ntimeros consecutivos,

se tiene que la interseccion entre D e [ es, por lo menos, la siguiente:

a1, @z, .- Gnpt el

Por lo que median(D) € I.

ap ¢ INa, €1

Anélogo al anterior, comenzando desde el final de D.
ag ¢ INa, ¢1

Sea D' = {ag,as,...,a,_1}

InD|=|Inp|> 2~ D

Por hipdtesis inductiva tenemos que median(D’) € I. Como se eliminaron a; y a, de
D para obtener D', median(D’") = median(D), por lo que median(D) € [

Légica Proposicional - 11 2023-1

Para una férmula proposicional « con variables proposicionales {pi,...,p,} se define el
conjunto:

valuaciones(a) = {v'|v(a) = 1}

En otras palabras, valuaciones(a) es el conjunto de todas las valuaciones que satisfacen a a.
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Dadas a1 y as dos féormulas en logica proposicional, decimos que oy es #-equivalente a
as si se cumple que el nimero de valuaciones que satisfacen a «; es igual al nimero de
valuaciones que satisfacen a ap. Es decir |valuaciones(ay)| = |valuaciones(aw)|. Si a1 y as
son #£-equivalentes, escribiremos o =4 .

a. Sea aq,as,...,q, una secuencia de féormulas proposicionales tal que «; F «;,1 para
cada 1 < ¢ < n. Demuestre que si a; =4 o, entonces o; = «;, para todo ¢ # j.

Solucion

Como sabemos que a; F a;41Vi € {1,...,n}. Luego, por definicién de consecuencia
légica se tiene que todas aquellas valuaciones que satisfacen a o; necesariamente satisfacen
a a1, entonces se tiene que |valuaciones(«;)| < |valuaciones(a;y1)].

Luego, por hipdtesis tenemos que,
|valuaciones(a )| < |valuaciones(ag)| < --- < |valuaciones(ay,)| (1)

Ademas como ay =y o, se tiene que

|valuaciones(a)| = |valuaciones(av, )|

pues todas aquellas valuaciones que satisfacen a a; son las mismas que satisfacen a a,.
Por lo cual la desigualdad inicial ?? queda como,

|valuaciones(a;)| = |valuaciones(ag)| = - - - = |valuaciones(a,)|

Luego, como |valuaciones(a;)| = |valuaciones(a;11)| y o; F a;41, entonces necesariamente
valuaciones(«;) = valuaciones(a;11) lo que es equivalente a decir que

Q=

Por lo cual de manera generalizada se obtiene que

==

Il
Q
3

Obteniendo asi que

o, = oVi # g

BN
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b. Demuestre que =4 no cumple con el teorema de composicién. En otras palabras, que no
cumple que para todo par de férmulas oy (p1, ..., pn) ¥ 02(P1, .., Pn), sia1(p1, ..., pn) =4
as(p1, ..., pn), entonces ay (B, ..., Bn) =% az(b1, ..., Bn) para by, ..., 5, férmulas cualquiera.
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