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Resumen

= ;Qué es la légica proposicional?:

Es un sistema que busca obtener conclusiones a partir de premisas. Los elementos mas

simples (letras 'p’, ’q’ u otras) representan proposiciones o enunciados. Los conectivas

légicas (=, A, V y —), representan operaciones sobre proposiciones, capaces de formar
otras proposiciones de mayor complejidad.

» Semantica:

Una valuacion o asignacion de verdad para las variables proposicionales en un conjunto
P es una funcién ¢ : P — {0, 1}, donde ‘0’ equivale a ‘falso’ y ‘1’ a verdadero.

s Tablas de verdad:

Las férmulas se pueden representar y analizar en una tabla de verdad.

P q|p—¢q P q|pNg
p | —p 0O 0| 1 0O 0| O
0 1 0 1 1 0 1] 0
1] 0 1 0 0 1 0] O
1 1 1 1 1] 1
P q|pVyg P q|prq
0O 0] O 0O 0] 1
0 1] 1 1 1| 0
1 0 1 1 0] O
1 1] 1 1 1] 1

» Equivalencia légica =
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Dos férmulas son légicamente equivalentes (denotado como a = () si para toda
valuacién o se tiene que o(a) = o(3)

» Leyes de equivalencia

1. Doble negacion: 4. Asociatividad: 7. Absorcion:
—(—a) = « aAN(BAY)=(aNB)AY) al(aVp)=a
aV(BVy) =(aVE)Vy) aV(aNp)=a
2. De Morgan:
—(a A B) = (-a) V5. Distributividad: 8. Implicancia:
(=8) aN(BVy) = (aAB)V(any)  a—=B)=(-a)V P
“(a v B) = aV(BAY) = (aVB)A(aVvy)
(—a) A (=) 9. Doble implicancia:
6. Idempotencia: o=
3. Conmutatividad: aNa =« (= B)AN (B — «a)
aNB=0ANa aVa=«
aVp=pVa

= Conectivos funcionalmente completos

Un conjunto de conectivos logicos se dice funcionalmente completo si toda férmula en
L(P) es légicamente equivalente a una férmula que sélo usa esos conectivos.

Ejemplos:

o {— AV} o {—,V}
° {—|,/\} i {_'7_>}
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1. Induccion Estructural

A. Palindromos

Dado un alfabeto finito X, se puede definir recursivamente el conjunto Py, como:
s c€Ps
= g € Py para todo a € X

= Siu € Ps, entonces a - u-a € Py, para todo a € X

Por otro lado, para una palabra w = ajas...a, € X* se define su palabra reversa wf =

Ay ...0207.

4.B.1

Demuestre usando induccién que para toda palabra w € ¥*, si w € Py, entonces w = w’.

Solucion

Se busca demostrar por inducciéon que para toda palabra w € ¥*, si w € Py entonces

w:wR.

Uamos induccién estructural sobre Py. Se definen S[0] = {¢,a} con a € Ps y S[n| la enésima
capa del conjunto Ps.

BI: Existen dos casos base que revisaremos a continuacion:

1. Se tiene € en la primera capa S[0], caso en que cumple claramente e = €%,

2. Se tienen aquellas letras a € ¥ en la primera capa, cumpliéndose también que a = a’.

HI: Se define w € Py, perteneciente a la enésima capa S[n], de modo que se cumple w = w?.

TI: Ahora sea u € Px tal que |u| > 2 perteneciente a S[n + 1], entonces se tiene que Ja € X
tal que u =a-w-a con w € Py, (Por la regla de construccién recursiva de Psy).

)R_ R —

Ahora, uf = (a-w-a)f = a-wf-a = a-w-a = u, quedando asi demostrado que si

u€ Py = u=ul

4.B.2

Demuestre usando induccién que para toda palabra w € ¥*, si w = w®, entonces w € Px..
Solucion

Se busca demostrar por induccién que para toda palabra w € ¥*, si w = w?

cumple que w € Py, mediante induccién estructural sobre >*.

, entonces se

BI: Se considera € que claramente cumple € = €?, luego por definicién del conjunto base de
Ps,, se tiene que € € P..
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R

HI: Se asume que para toda palabra u de largo menor a w, se tiene que si u = u™, entonces

se cumple u € Px..

TI: Ahora, dado w € ¥*, por la definicién recursiva del conjunto >*, se tiene que w = u - a
paraalginu € X*ya € X, con u = ay-as-- - --a,. Para demostrar la implicancia, asumiremos
que w = w’, de modo que:

al.a2.....an.a:w:wR:(al.a2 ..... an.a)R:a.an.....az.al

A partir de esto se deduce que a = ay, con lo que se define w’ =ay - -- - - a, yw=a-w-a.
Dado que |w'| < w, por hipétesis inductiva entonces w’ € Pyx. Finalmente, por la definicién
recursiva de Ps;, puesto que w = a - w' - a y w' € Py, se cumple que w € Ps;, quedando asi
demostrada la implicancia.

B. Logica

Sea ¢ € L(P) una férmula construida usando los conectivos del conjunto C' = {—, A, V}.
Llamamos ¢’ a la férmula obtenida desde ¢ reemplazando todas las ocurrencias de A por V,
las de V por A, y todas las variables proposicionales por sus negaciones.

Demuestre que ¢ es légicamente equivalente a —.

Solucién

Demostraremos por induccién estructural.

BI: Con ¢ = p se tiene que ¢’ = —p = —¢ con lo que la propiedad se cumple.

HI: Supongamos que ¢, € L(P) son férmulas construidas usando los conectivos de C.

TT: Demostraremos que una férmula € L(P) construida inductivamente a partir de ¢ y/o
1 también cumple la propiedad. Hay tres casos posibles:
1. 0 =-¢:

Doble negacién

En este caso se tiene que ¢ = (—¢) = (¢') = ¢ = —(—p) = —0, con lo que

la propiedad se cumple.

2. 0=p V.

De Morgan

En este caso se tiene que ¢ = (p V) = ¢’ A/ = oA =7 (pViy) =0,
con lo que la propiedad se cumple.
3. 0=p AN
De Morgan
En este caso se tiene que ¢ = (p AY) = ¢’ V' = -V = (e ANY) =0,

con lo que la propiedad se cumple.

Concluimos entonces por induccién estructural que para toda férmula ¢ € £(P) construida
mediante los conectivos de C' se cumple que ¢’ = —¢.
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2. Tabla de Verdad
A

Escriba el siguiente enunciado con logica proposicional
= Si superman fuera capaz y deseara prevenir el mal, entonces lo haria.
= Si superman fuera incapaz de prevenir el mal, entonces seria impotente.
= Si superman no deseara prevenir el mal, entonces seria malévolo.
= Si superman existe, no es ni impotente ni malévolo.
= Superman no previene el mal.
Demuestre que superman no existe.
Solucion:
Vamos a definir las siguientes proposiciones:

= P: “Superman es capaz”

Q: “Superman desea prevenir el mal”
= R: “Superman es impotente”

= S: “Superman es malévolo”

= E: “Superman existe”

= M: “Superman previene el mal”

El enunciado se puede escribir formalmente como:

(PANQ—= M)AN(=P = R)A(—-Q — S)AN(E — —=(RVS)) A (—M)]

Ahora nos piden demostrar que —=FE. Vamos a hacer un analisis de cada proposicién de la
conjuncion de forma separada.

1. (PNQ— M)
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PIQIM|PANQ|PNQ—M

2. (—|P — R)

-P—= R

-P

PR

3. (-Q = 9)

-Q =S

QS| ~Q

4. (E— ~(RVS))

E[R[S[~(RVS)[E = ~(RV?S)

5. (M)
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o

M| =M
1
0

—_

Llamemos

N=[(PANQ—>M)N(—=P—=R)N(—Q —= S)N(FE ——~(RVS))A(—=M)]

Para demostrar que superman no existe, debemos demostrar que N — —F, es decir, que
si se cumplen todas nuestras frases (), entonces superman no existe. Ahora notemos que
para que N — —F sea verdad tendremos la siguiente tabla de verdad.

N|E|-E|N—=-FE
111] 0 0
1101 1
011] 0 1
010 1 1

(los siguientes pasos estan separados para facilitar la lectura)

= Ahora notemos que el unico caso que falla es cuando N :=1y E :=1.

Pero que F :=1 por la tabla 4. hace que necesariamente R :=0y S := 0.

Viendo la tabla 2., tendremos que P := 1. Viendo la tabla 3. también tendremos que
Q=1

Asi viendo la tabla 1. y ocupando que P :=1, Q := 1y M := 0 (por tabla 5.) tendremos
que (PAQ — M) es 0.

Pero esto hace falso a N ya que una de sus conjunciones es 0.

B

El conectivo ternario EQ se define como:

1 siysolosi3(¢g+7r)—5p>0

0 en otro caso

EQ(p.q,7) = {

Determine la tabla de verdad de EQ)

Solucién
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plg|r|3g+r)—5p| EQ(p,gqr)
0/0]0 0 1
0|01 3 1
0|10 3 1
0111 6 1
1100 5 0
1101 2 0
111]0 2 0
111 1 1

3. Equivalencia Légica

Demuestre que
(pV—=@) A=(rA=p)APArVE)A(r—q) =pAg
Solucion

(V=) A=(rA=p)APA(rVae)A(r—q)

=(pV(pV@)AN-(rA=p)ApArVe)A(r—q) /Ley de implicancia
=((pVv-p)Vg) A=(rA=p)A(pA(rVqg)A(r—q) /Asociatividad de V
=-(rA=p)A(pA((rVaq)A(r—q) /((pV —p) V q) es una tautologia
=(—rVp)APATVe)A(r—q) /De Morgan
=(—rVp)APATrVg)A(-rVg) /Ley de implicancia
=pA(-rVp)A(rVag A(—rVg) /Asociatividad deA
=pA(rvq) A(—-rVvq) /AbsorciénA
=pA((rA-r)Vq) /Distributiva
=pAq /T A —r es una contradiccion
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